Hamiltonin periaate

Fermat (1601-1665): “Valo kulkee pisteiden r( ja r vélisen matkan
tiet, jolle integraali f:u ds /X saa miniminsa”

= de Maupertuis (1689-1759):

Kaikkien mahdollisten liikkeiden joukosta luonto valitsee sen, joka toteutuu
pienimmalla vaikutuksella S

T t t
5 = muv - dr — f muw - vdt = / 27Tdt
o to tp
Konservatiivinen systeemi 7" = E — U, missad E vakio:
t t
S:](T+E—U)dt:E(t—to)+f L dt
tg 1]

Hamilton: Kaikkien pisteiden {q,} ja {q,} valisten mahdollisten ratojen joukosta
Valikoituu se, jolle (Hamiltonin) vaikutusintegraali
t2
I= L({q(t)}, {q(t)}, t) dt
51
saa aariarvon, joko minimin tai maksimin.

Vahan variaatiolaskentaa

Olkoon f(y, 1, =) madritelty radalla (). ¥
Merk. y = dy/dx
Tehtava: etsittava rata y (), jolle el AT O 3]
e et » ‘
J = ] fly,y, z)dz Pl
e e -
saa aariarvon (eli J on stationaarinen), kun y [ () .
poikkeaa infinitesimaalisesti oikeasta ratkaisusta
fo" variaatioparametri

, Y — . D v -
y(@, @) = y(@,0) + an(z) {?)(m) mieliv. funktio, jolle 1 (x1) = n(ws) = 0

T2
sy = [ f o). i, 0).x) do
l’l

. . ; 1.J g
Stationaariselle ratkaisulle y(x, 0): il =0
i1

v

a=0




z3
T = [ fue ) it a), o) da
zy
dJ / af dy 8f8y d
— = @
do ayaa oY Do
af oy af Ay J
= x
/ Jdy dax (Jy@maa loJe}
af ( d af
—n— | —=)n;dz
Ay dx Oy

3]
— / - _ f) n(x)dz a:n funktio y(x, a):n kautta
E;‘t dr \ Oy

Haluttiin stationaarinen ratkaisu, J'(0) = 0, kun y(x) = y(x,0)

w2 (af d [Of o
/xl {d—y—a (6’_3)) } n(x)dx =0, missd y = y(x)

y(z, o) = y(z,0) + an(x)

Oy

= n(x)

2(0f d [Of | B
]1"1 {d_y C dx (3_y) } n(x)de =0,

T2
Tama yhtalé on muotoa f M(z)n(x) da — 0, missé n(x) mielivaltainen.
o}
Variaatiolaskennan peruslemma = M (xz) =0

joka antaa Eulerin yhtéldn (yhden monista!)
af d ( af ) o
Ay da \ 9y

Vertaa Lagrangen yhtaloon sijoittamalla

f=Ly=qga=t




Esim. Maarataan lyhin tie kahden pisteen valilla tasossa

(x3,43) zg
ds = \/dx? +dy? = /1 + y2dx J = dS:/ V14 2de
(x1,91) T
S g o ]
Nytf:\/l+y2,JOten 7—f:U. ,—f:L—
Ay Y 1+

Sijoitetaan nama Eulerin yhtaldéon ﬂ _ i (ﬂ) —0
dy  dx \ 9y

daf of d ]

] = ==t e—ere =
dzdy dy  dx /1 4 2
3y . c
C = —_————— = Yy = —— = ==
v1+3? 1 —c
y = ax+b (suora, tottakail)

Huom. Eulerin yhtald takaa ainoastaan, etta kyseessa on aariarvo.
Onko kyseessa minimivai maksimi taytyy paatella tehtévan asettelusta,
fysikaalisesta intuitiostatms.

Esim. Minimaalinen pydrahdyskappaleen pinta-ala

Ol pisteet (x1,y1,0) ja (x2,y2,0)
yhdist&da kayra xy-tasossa.

Millainen k&yran on oltava, jotta sen muodostaman
pyorahdyskappaleen pinta-ala saa minimiarvon?

Kayraelementti ds = /1 + ¢%dx
tuottaa pyorahtaessaan y-akselin ympari nauhan,
jonka pinta-ala on

dA = 2na ds = 27/ 1 + 42 da

Kokonaispinta

:52 .
A:ZW[ /1 + 2 dx
xq

Jalleen Eulerinyhtals 2L — & (af) 0
een erin alo e | e —
a uleriny gy dx \ 0y

of o aof Ty
ay 9y 1+ P

f=xzV1+ 2,




d T Ty

0 =
dz /1 + 2 V1+ g2
2.9
I
a2 = J. - yg(xQ_(IQ):(IQ -
1+ 92
dy, a
4 _ 2
dx 77 _ 2
[ dr +b ' ise =
1 a —_— = a cos —
Y Vr? —a? a
@ acosh 4= ketjukayra

Ketjukayraan palataan toisessakin
yhteydessa

Esim. Brachistocrone-ongelma

Jean Bernoulli (1696): Millaista rataa pitkin kappale liukuu (kitkatta)
pisteesta 1 pisteeseen 2 lyhyimméassa ajassa?

Minimoitavaaika t, = /dg

Energia séilyy = mgy = g‘m-n (y1 =0) = v =29y
1 + 1+ 42
t1g = / AR J = f= \/
‘_lﬂ_ﬂzo ‘;;f B o= / ~dy (val. 2y = 0)
drdy dy a—7

| & = —Vay—y? +7aICCOS(172y/£[)

Parametrimuodossa (HT)

{9: = la(p —sinp)

Yy = %a(l —cos )

sykloidi

X,=Ty, /2




Lagrangen yhtaldiden johtaminen
Hamiltonin periaatteesta

Wy} = {a(t)}

1= [ Lao) )0 d

@},
Lasketaan 61 = I’'—1I, misséa I’ laskettu 4 ta(
pitkin rataa .11y — o (4) + 8q.(¢ ;
q;(t) q;(1) q;(t) (ay) = fat))

@G(t) = @it) +84;(t)

t2 tg - o
61:/ L({q+6q},{q+6q}.t)dtff L({q}. {4}, t)dt
tq i1

to 9L oL n—k I

= (—6(_[7 + —5(] dt vertaa 6:1:1; = !
Dq; Oy

tq j agq; dq; j=

I'n &ariarvo: 61 = 0 mielivaltaisille 6¢;

oL _. d [ aL d [ OL
—0q; = — | =—0q; | —— | — ) dq; =
945 dt \ dq; dt \ dq;

s - IQZ (OLJ +6L5') "
- t1 5 9q; 4 9 )
aL 2 2 var, dar
— Z |: - rSQJ} — Z / (—‘_ — ——( - ) dq; dt
F aq; 4 — Oq;  dtdq;

Vaaditaan paéatepisteiden variaatiot 8q;(t1) = dq;(t2) =0 =
sijoitustermi katoaa.

Koska valitut dq;(t) muuten mielivaltaisia, saadaan

{ L oL
d ¢ ( —0 Y

dtoq; gy

Voidaan my@s osoittaa, ettd Hamiltonin periaate seuraa Lagrangen yhtaléista,
joten kyseessa on kaksi vaihtoehtoista lahtokohtaa klassiselle mekaniikalle




Sidosvoimien maarittaminen

Lagrangen formalismi: sidokset “katoavat” muunnosyhtaléihin
. = z:({q}, 1)
Sidosvoimien tunteminen kuitenkin usein tarkeaa.

Palataan takaisin koordinaatteihin =;

ta B 1 OL
Hamilton: f ( .. ) dx;dt =0 (H)
dx; rh‘dli

Ol. systeemissa k kpl holonomisia sidoksia
filzy, o, ... 20, t) =0, 1 =1,2,...,k

n )
= 0=5fi=Y. ‘)‘lﬁaxl 1=1,2,... .k
i=1 ’

Kerrotaan nollat mieliv. funktioilla A;({x}) ja summataan

ke dfl n k ()f,:
0=> Néfi = ZA;Z 5zzfz PIRY o | o
=1 i i

=1

aL d 9L
ary dt Oiy

o ™ (0L daL <\ af
/ 2 (W ~ T 2 A’af- PERar=9
1 =1 SR ek =1 o

Sidosten holonomisuus = k kpl z-koordinaatteja voidaan kirjoittaa
n — k x-koordinaatin avulla. Merk.

2]
Lisataan saadut nollat yhtaloon H: f > ( ) Sz, dt =0

{w;} o= Tyunay n — k riippumattomia

{yn} h=n—k+1,..., n ei-riippumattomia

ﬁ% {85 48b &8
o_] : : Z,\fﬁ Sy, dt
dy; (h‘dy) - 9y; ]

1

+

k .
a
+ /\,’__i oyp dt
= 9Yn

i

ER AL d JL
dyn  dtIyn

t1 h=n—-k+1




Funktiot X; (% kpl) ns. Lagrangen kertojat, jotka valittava s.e.

L daL <& Oﬁ
Ay dt oy et Oyh

Talléin riippumattomille 5y,
n—k P k
aL d oL
0= A—— | oy, dt
,/ Z ((’)yj (ftdy? lzzz ‘e ) 4

d oL oL N
— = Al- Vi=1,wuh=Ek
dtdy;  dy; =1 Ay,

dor or  aUu K af

L=;“>—[" e i _
dtdy; Ay, dy;

vi=1,..

1=1
— —
sidosvoimat

=0, h=n—k+1,..., n (k yhtalda)

,n—k

Esim. Heiluri tasossa (taas)

T — Lon(i2 4 o2
{ (&7 4 17) = L=T-U= %m(o’cg + -yQ) + mgx

U= —mgzx
x = rcosf

Siirrytaan napakoordinaatteihin ¢ -
y = rsinf

1 .
L= E-m(-fg + r292) + mgr cos @
Aiemmin: side-ehto » = ¢ =vakio = yleistetty koordinaatti 6.
Pitaydytdan nyt koordinaateissa (r, 8).
Side-ehto (1 kpl) f(r,8)=r—£=20
Val. y; = 6 riippumaton ja y= = r riippuva koordinaatti.

d oL AL _z"’: afi

Nytj =1,2jak = 1, joten

dtay; Oy oy,

i=1




flr,8)=r—£=0

doL 9L _of /
= A" =0

dt 96 a9 a9 N mr2@ + mgrsing =0
daL oL aF mi — mré? — mgcos@ = A
AT T o= A=A
dt ar ar or

Kaytetaan vield side-ehtoar =¢ = +=0=# =
{é + (g/f)sinf =0 tuttu liikeyhtale

A= —m(6? — mgcos®) sidosvoima

-\ on tietenkin Newtonin mekaniikan yhteydessa
vastaan tullut jannitysvoima J

Esim. Hiukkanen paraboloidilla

Vapaa (g = 0) hiukkanen + sidosehto:
rata rajoitettu paraboloidin pinnalle

z = La(2? + ¢), missé a on vakio
2 2
ey, z) = ga(e® +y?) — 2 =0

= rcosf
Val. (r,0,2): ¢ y = rsinf

8

f= %a‘?‘g z, U =0, L=T= %m(:f‘2 + 262 4 %)
af o _, of |
- Fa o [y _ = a:f‘: _ ; = - :
dor _or |\ of ar a0 By
dtdq; 9q;  Iq; d aT . daT d 4. daT
— =mi; ———=m—(r8); — = mZ
) dt Ir dt 96 dt dt 9z
(q;) = (r,0,2) , , J
oT 9 arT alr
— = mrti; — = 0; — =
or a6 o0z




dor or ar
=N

dtaq; dq;  dg;

mi — mré? = har = F,SSJ

d (.24 _ ®
= § mg(r 7] R = FE{
mi = —A = F®
2 .
ZZ%\GT’ mi2f =1,
2
= 1 r— 12 — LT
\ mit — — Aar

ma (i 4+ rit) = —A

. s
E=T-= %-m(f‘? + 2%+ Y = %-m (14 a’r?)i* 4 2
m?2r2
2 ’ 2 2,2
i 2E—% mr"l—r—%_ ] SR LA
P mré. N — _g Ll m
1+ ar? 1+ a2r2 (14 a2r2)2

Sopii mainiosti yrittéda 16ytdd nama ilman Lagrangen formalismia.
Ei se toki mahdotonta ole!

Pyykkinaru eli Lagrangen kertojat statiikassa

Mik& on roikkuvan pyykkinarun muoto?
Narun pituus D, ripustuspisteiden etéisyys 2a < D.

Hamiltonin periaatteessa vaaditaan | :19 L dt stationaariseksi.
Nyt T = 0, L = —U = — F, joten vaatimuksena on FE:n dariarvo

dE = dU = gydm = gy (pds) =

(+a,uq) +a
E = gpyds = yp/ yv/' 1+ 52de,

(—a.myq) —a

missd p on narun massatiheys (kg/m) ja ¢y = dy /d=.

(+a.yp) +a
Sidos: D = / ds = v 1+ ¢2dx = vakio
( )

—a,yq —a

sD =0




Koska energian aariarvo saadaan, kun § E' = 0, voidaan sidosehto
huomioida vaatimalla 6§E + A'§D = 0

eli etsimalld integraalin (merk. \" = \pg)

“+a
1 :pgf (y + V1 + P da

aariarvo (koska 61 = 6E + A'6D). Tassa A on siis vakio.
1 J -
Euler: (—Q— ﬁ =0; f=(y+MV1+y?
dedy Oy
= (y+Nij=1+% Tassasiis differentiaaliyhtalo ratkaistavaksi

Huomataan: ;7(1 +4°) = 2¢ij joten veivataan diff. yhtalé muotoon
gy 2
T+92  y+A
In(1 + ,g}g) = In(y + A)Q + InC

1+4° = Cy+A)?°
dy

A P 2 _
o NCUER

dy T e 4 . \
i \/(_J(y +A)2—1 Val. y(0) = 0. ‘

Symmetrian vuoksi dy/dz = 0, kunz = 0 = CA2 =1

dy

VO HyA2 -1
Valitsemalla v = 1 4+ y/A

‘ ] TR de n(14+Y) = 2 nY 1 ketjukayra
— = = cos = =~ = cosh— —
3 ) g oSt 3 N By Keyukayra
dy 53 o ~ ds / i ginh? T I T
— = sinh — == =4 sinh™ — = cosh —
dx X dez ~V A A
e b _ @ aeA 2a (a\?
=y = f coshu du = 2Xsinh— = 2a + —
—a/A A 31 LA

= A = Ala,D)

Lahtdkohta: §E + N'8D = 0 = Jannitys = \' = X pg.
Huom. A — oc¢, kun 2a — D.
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Kanoniset impulssit

Aluksi védhan terminologiaa

¢ liikemaara (momentum)
« liikemaaramomentti (usein impulssimomentti; angular momentum)
« kanoninen impulssi (canonical momentum)

dL
Maéritelladn kanoniset impulssit Pi = g
i
i . .. dOL , . aL
Lagrangen yhtéldissa siis ——— = p;, joten |p; = -
dtd(b aqz‘

Esim. Massapiste konservatiivisessa kentdssa

karteesisille koordinaateille L = %m(i‘2 + ,@';2 el e Uz, £)
dL

= Pp = =ma; py =my; p: =mz

keskeisliike ratatason napakoordinaateissa L = %m(v‘"2 + r2¢2) —U(r)

oL . 2.
= pr=——=mF p,=mr$=(rxmv),=I
=

Kanoniset impulssit
sahkdmagneettisessa kentassa
DA
ot

= V&b —
SM-kentta annetaan potentiaaliensa avulla:

E
B=Vx A
Hiukkasen potentiaalifunktio tuolloin: U (r,v) = q(® —v - A)

L=1m(* +9" +2°) +q@A, +9A, + 2A.) — q®

Kanoniset impulssit ovat siis (A ja & eivét riipu nopeudesta)

L
Py = (r — =mx +qA,, py,=my+qgd, p.=mzi+qA.

dr

Tarkea tulos!

SM kentélla itsellaan on likemaaraa, joka pitda ottaa huomioon
Newtonin lakeja sovellettaessa.
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Sykliset koordinaatit

Sykliseksi koordinaatiksi kutsutaan yleistettyd koordinaattia ¢,
joka ei esiinny Lagrangen funktiossa:

9L , 9L
Y TalbinlY = ;= — =0
dq; dyg;

syklisen koordinaatin kanoninen impulssi on liikevakio.

Fysiikassa yleisesti:

e systeemin invarianssi muunnoksessa < sailymislaki
* systeemissa vallitseva symmetria < sailymislaki

Esim. vapaa hiukkanen L = imv’® = Im(i® + ¢° + 2%)
Translaatioinvarianssi: L sailyy siirroksissa » < = + a, missa a vakio
oL 9L aL 0

dr oy  Hz

= vastaavat kanoniset impulssit p, = mad; Kaikki liikevakioita

Kaikki karteesiset koordinaatit syklisia:

Mutta huom. sylinterikoordinaateissa L = Lm (#* + r?¢* + £%)

¢ ja z syklisia = p, = mrigjap. = mz likevakioita,

) 2

P s 2 Py

mutta p, = m7 noudattaa yhtaléa p, = o = mrg =
ar

mr3

Syklisten koordinaattien maara riippuu siis valitusta koordinaatistosta.

Useimmiten kannattaa etsia semmoista koordinaatistoa, jossa on

mahdollisimman monta syklista koordinaattia. SYMMETRIAT!

T . BT RN W R W
eskeispotentiaalin tapauksessa L = 5771(.1. + P+ 2 — U 22+ 42 + 22)

joten karteesisissa koordinaateissa ei syklisia ole.
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Pallokoordinaateissa (r, ¢, 8)

1 . . ,
L= E-m(%2 +r%6% + r?sin?0¢%) — U(r), [ossa ¢ on syklinen =
pp, = ——=mr sin"#¢ on likevakio.
e
Tasolike = val. & = /2, jolloin p, = mr’y = I

= liikemaardmomentin séilymislaki

Huom. l, = m(xy — yx)

d
= m[rsinfcos g F(’ rsin 6 sin @)
‘

d
—rsin 0 sin ¢ — (7 sin @ cos
5 ¥ df( "P)]
= mrsin” 6 P =7p

¥

Eli p,, on L:n z-komponentti huolimatta ratatason valinnasta.

Mekaaninen similariteetti

. d aL aL

L =1L(g,4,t) = ——— — — =0 antaaradan.
dtdq  9dq

Selvasti L — oL antaa saman radan, kun « on vakio.

= tietoa liikkeesta rataa integroimatta!

Ol. L =T — U, missd U on k:nnen asteen homogeeninen funktio:

Ulaxi, ..., ax,) = akU(.tl, .o, n);  a vakio.

Skaalataan koordinaatit ja aika:

- a

T, — T =ax;; t—t=0bt = v — Uy = —U;
7 a\? ; n kpr

T —1T= b T U—=U=qaU

N 2
Vaaditaan 7" /U = T/U jolloin o = (%) = b=qg!""?
)

jal — L =ad"L




Pienoismallikoe (a < 1)

_ ) o 1—k/2 k2
al N Lo (i
S bt — al 2 t =\ B =17

= potentiaalia U vastaavien voimien vaikutus systeemiin

t

Esim. 1. Potentiaali [ = C'z? (harmoninen oskillaattori)

Ulax) = Ca’z? = QQU(I) = k=2

o 1—k/2
= (?) — 1 eli vardhdysaika ei riipu amplitudista

k - 2
) — ( eli energia verrannollinen amplitudin neliéén.
l

Esim. 2. Potentiaali 7 = Cr~' (Keplerin liike)

Ular) = a_l(_]'/-r’ = a_lU('r) = k=—1

00 -1 -

Tamahan on Keplerin 3. laki, joka 18ytyi siis ilman varsinaista laskemistal

Esim. 3. Potentiaali U = C'z (hitu homog. gravitaatiokentassa)

Ulaz) = al(z) = k=1

- o 1—k/2 I~
[l L
t 1 B \/ I

Eli heilurin periodi on verrannollinen varren pituuteen
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Dimensioanalyysia

Esim. limakeh&ssé rajahtéavan

ydinpommin energian arvioiminen / P
Oletetaan pistemainen rajahdys. " . '
Paineaallon sateeseen vaikuttavat £, p, t

Ql. similaarisuus: y

= cnly (camonsoonaio) fma Al

[rl=L, [t]=T, [m|=M
ML? M

T B
= L = [r] = [E]"[(]'[p]" = MToL* o=t

= [E] =

a+c =0 a =1/5
= 2a—3c =1=4b =2/5 r= CEVP TR
—2a+b =0 c =-—1/5
7 . / P
; %
- CE1/5t2/5p—1/5 \ E |

. \‘\‘ /
G.l. Taylor: Shokkifysiikka = C =~ 1.

Mittaus = r(15ms) ~ 300m, p ~ L3kgm™>

£ 5 __ 16 Heai
= E::t—gr = 14-10"J] Oikein!

Vrt. Loviisa 1:n (P = 440 MW) vuosituotanto ~ 1,14 - 10'% J
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Miksi taivas on sininen?

Taivaalta tuleva valo siroaa ilman molekyyleista.
Ol. Auringosta tulevan valon amplitudi = E;. Intensiteetti
Molekyylin sirottaman valon amplitudi = £, = a £, I o E?

Rayleigh: aaltoliikeoppi

= a o V = 4% missa a molekyylin sade.
Energiaperiaate = E, o< 1/r
Lis&ksi I, ~ E? voi riippua aallonpituudesta, joten

a

I.=CI; '2/\2’ missa [; o< E? on tulevan valon intensiteetti ja C' dimensioton vakio.
=
G
a <
(L] = [L}%[/\]b joten [a]®[A]®/[r]* = L**" on dimensioton:
r

= b+4=0
=  TocAty

eli lyhytaaltoinen (sininen) vari on sironneessa valossa vallitseva.
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