Jaykan kappaleen liike

T&han asti on tarkasteltu "massapistemekaniikkaa™ m;, r;, v;
Oikeasti fysikaaliset systeemit ovat &arellisen kokoisia, esim.
e javkat kappaleet |[r; — rj| = ¢;; = vakio Vi, j

e elastiset kappaleet

e nesteet, kaasut, plasmat

Taysin jaykkia kappaleita ei ole!

e |ammon, aanen, sdhkon johtavuus

e Kkvanttitaso

Jaykka kappale hyva approksimaatio, kun

v; <& vuorovaikutuksen etenemisnopeus

= selvasti ongelmia, kun v; — ¢

Koordinaatiston valinta
(tarkea tehda fiksusti!)

]
Inertiaalikoordinaatisto {x }

Kappaleen (mahdollisesti ei-inertiaalinen)

. . r’=r+R
lepokoordinaatisto {y}

Jos valitaan {y}:n origoksi massakeskipiste (CM),

E myr; = 0
i

Aiempi tulos:

./

(r);v’:(R)rﬁ'(’h)y“r‘wxr 1
\o , koska kappale on jaykka
Nain ollen jaykalle kappaleelle (#'), = (R), + w x »

Huom. tdma ei riipu CM:n valinnasta origoksi.
Valinta on usein (muttei aina!) hyédyllinen




Pyo6rimisenergia

Tavoitteena maarittaa
¢ Lagrangen funktio jaykalle kappaleelle
¢ hitausmomentit

Ol. kpl muodostuu erillisitd massapisteista m;

T = —Z rrzl('r' ) Z -mj(Rqu % 'm)2

:—ZmR —1—Z:mu1 (w x ) + = Zm,wxm)g

Tassé tietysti R ja w ovat samat kaikille i. Merk. >, m; = M
1 2 RN (N

= —E-Z! my R = E'A‘[R

ja Z miR (wxr) =R wx Z myr; = 0

i

=0 (CM)

(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)B-C)

= (WX r) =wr —(w-r)
= L m(wxr)f—z-m[ e — (w 7')2}
3 1. i i i i i i
1 .2 1
L T'==-MR + —Z i [w‘gr’? — (w -y )2}
2 24~
S m— i
T
o ,Ijlul
3 3 2 3
2
Lo =25 | 0 0 (3w (z wm)
i j=1 k=1 i=1 k=1

Yksinkertaistetaan merkintoja jattamalla pois hiukkaset numeroiva indeksi

Yij — Yjs Z my[...] — Z ml.. ]

.i_
Ja ottamalla kaytt6on Einsteinin summaussaanto:
Toistetun indeksi yli summataan automaattisesti

E W"_’W?WJ*“"' E Wily — Willj




Muodostetaan hitaustensori

T = %Z m; Z W? Z 'y.?k, = Z Willij (Z wkyzk)
] k=1

3
i =1 k=1 =]
= éz m {(w?)(y?) — (wiys) (kak)]
- %Z " [(“;1‘”"“55*')(93) — wiwk yz-yk}
- éz Wiy {51"’\’('9?) - yi'yk}

1
= Wik > om [(y?)dik — 'Uz‘-yk}
= Iik

1
= §I.L~w'z'w‘k

Hitaustensori L = Y~ m(y;du — yiyx) (muista: y> = 3, 47)

Lagrangen funktio

Saatu hitaustensori I;, = > ‘r‘r?,(y;?ég\- — yiyx) on 2. kKl:n tensori,
jonka komponentit koordinaatistossa {y } ovat

Iy Ty Iyn
(Lix) = Iy Ty 1o
Iay Izp s
Smy; —yi) =% myp — 3 my1ya
= Y myyr YLomy; -y — Y muyays
— > myay —Y myaye Y m(y; — v3)

Merkitaan | = (1)
I:n fysikaalinen dimensio [I] = M L?

| symmetrinen I = I

L N, T |
X : L=sMR 4wl w-U
T = EMRQ + s wilaw 7

2

1 . 1 F — 7. )
:—M’R2+§w~l~w U=3 UR+r)




1 .o 1
L=-MR 4w l-w—U
9 2

Sidosehdot: »; = vakio {y}:ssa8 = r; = r;(p, ¢, 0) {x}:ssd
= Lagrangen funktiossa kuusi muuttujaa

R, (p,v,0) (paikka ja asento)
seka niiden aikaderivaatat

R, (¢,4,8) — (w:n komponenteista)

Tensoreillalaskemisesta, eli mitaliittyy lausekkeeseen

u.";j»u'}‘.[jj = wiIijwj =w-|-w

vektori - tensori = vektori ('’ = pistetulo)
(w-1); = wily=a; summaus i:n yli!
tensori - vektori = vektori

(lrw)y = Twi =wily = wiliyy = a;

Huom: vektorin ja tensorin pistetulo ei ole vaihdannainen muille kuin
symmetrisille tensoreille (kuten 1)!

vektori - tensori - vektori =  vektori - vektori = skalaari

(w 2 |) W = AWy
= w-(l -w)=uwa,

Karteesisen tensorin laskemisen voi aina palauttaa matriisilaskennaksi
annetussa kooridinaatistossa

Iy 1y Iy wi
w ’_| w = (wi,wo,wa) - | Tor Tay Tag | - | wa
tensorinotaatio 131 132 a3 wg

= W Iy w
N — e—

matriisinotaatio

Tensorit, samoin kuin vektorit (esim. nopeus), ovat matemaattinen otuksia, joiden
olemassaolo ei riipu koordinaatistosta, mutta niiden komponentit riippuvat!




Hitausmomentit ja hitaustulot

Olkoon n w:n suuntainen yksikkévektori: w = wn

1

:>T“,(:§w-|-w:%w2n‘lvn Tw?

[

Tassd I =n-l-n=>Y ml’—(r n)]

on kappaleen hitausmomentti pydrimisakselin suhteen.

Hitaustensorin komponentit

2 2
Sm(y; +y3) — 2 Y1y — 3 myiys
(Iix) = — > myayr 2 om(y; +y3) — 2 mys
— 3 mysyy =Y mysy > m(yy + )

Diagonaalielementit: Hitausmomentit koordinaattiakselien suhteen
Ei-diagon.elementit: Hitaustulot

Jatkuvalle aineelle 3~ m — [ dV p(r) = Il :/ d*r p(r) (128 — riry)
%

jatalldinkin 1, = EII-MM,‘, (summaus!)

Paaakselikoordinaatisto

Koska 1, € R ja I, = Iy, (1) diagonalisoituu eli

Iy 0 0
3 koordinaatisto, jossa (f;x) = [ 0 o 0 paaakselikoordinaatisto
0 0 Iq

Hitausmomentit 7; pddakselien suhteen ovat kappaleen paahitausmomentit

T = =(Liw? + Lw? + Lw?d),

1
2
Mmissé w1, we, wy ovat w:n komponentit padakselikoordinaatistossa.
Iy = I, =13 = kplon ns. pallohyrra

Iy = Ir #£ I3 = symmetrinen hyrrd

Vihje: Mieti aina etukateen onko clemassa selvia symmetrioital




Tarkastellaan homogeenista kappaletta

¢ Jos kappaleella on symmetria-akseli, niin
CM ja yksi padakseleista on talla suoralla

¢ Jos on olemassa symmetria-akselia
vastaan kohtisuora symmetriataso, niin
loput padakselit ovat tdsséa tasossa

Esim. 2-ulotteinen kpl (tasossa), y; = 0
= I = Z myg

Iy = Z my?

Iy = Z m(y; + u3)

= hLh+Ir=1

Steinerin saanto

Esim. autonrengas epéatasapainossa = CM ei pyorimisakselilla
Korjaus: lisdtdan sopivasti painoja = CM pyérimisakselilla

Siirros a ({y}:ss4) | (Ia)ix = Lk + M (a’8ix — asaz)

Tod: Merk. » = a + =/, missa ' mitataan CM:sta !
(eli a osoittaa tarkastelukoordinaatiston
origosta CM:een)

Ha)i = Z m(r* 8y — rire)
= Z m(a+v')’0u — (a; + 7)) (ax + )] ! |
=Y ml(a’+2a v +r?)8y — ajar—riay—ar|—rir]
= Z m(ag&-k — azag) + Z 'm(7"25-ik - T;.T‘;c)
+ Z m(2a - v'&u — rag — airy,)

=0
— Iik + M’(agém — ai(};\,), 0




Hitausellipsoidi

Maaritellaédn toisen asteen pinta = -1 -7 =1
Yleisesti pinnan yhtélé on siis
2 2 2 .
Tiiyy + Taoyy + Taays + 21iayiye + 2013y1ya + 2Jaayoya = 1

. .
Paaakselikoordinaatistossa IT 4+ =+ =2 =

Homogeenisen pallon ja kuution
hitausellipsoidit ovat pallopintoja.

Kappaleet ovat siis samanlaisia
hyrréliikkeen kannalta eli
pallohyrria

Hyrran liike
Likemaaramomentti CM:n suhteen {x}:ssé
L=3 mrx (), |(¢')I:wx'r'
=5 mr x (@ x )
=Y mffw—r(r w)

Komponentit {y}:ss& (summaussaanto)

Li =Y mlyiw: — vi(yswr)] | wi = widik

i
= Wi, Z m(y;0ik — Yiyk)
= Lipwy

elivektorina L =1 -w




L=1 w

Jos {y} on paaakselikoordinaatisto L = (I1w, laws, T3ws)

Yleisestisiis L }f w

Poikkeuksia:

1) hyrrd on pallohyrra (I1 = I = Is = [)
L =lw

2) hyrrd on symmetrinen (I, = I» # I3)jaws = 0
L=lw

3) w on jonkin paaakselin suuntainen

Vapaan hyrran prekessio
Oletukset: ) LA
O1: hyrrd symmetrinen I, = [ # I3 ‘
02: CM levossa {«}:ssa

01 = padakselit y1,y2 L vys 7y
V3
voidaan valita vapaasti

Val hetk. ¢,y L (L, y3)-taso

= L, =0

L= (Ilua‘l.sz.dQ.Igu)g) = (L]_O.Lj)
Ij#O Vg = wgng/b:Ohetkellat

t mielivaltainen = w € (L, y3)-taso VY ¢

02=Vr=re3: (1) =wxr =—wires L (L,ys)-taso =

e an T w1
ys-akseli kiertaad L:aa kulmanopeudella w,, = L = —
rsiné sin @




Saatiin siis
(1) we (L,ys)taso ¥ ¢

7| w1

(@) wn =

rsinf  sin®
= w kiertdd L:aa kulmanopeudella w,

wi = wpsin @

_ Ly Isin @

T

Wi

l
:>w|11':1._1: [:‘L|

- 1. _ _Lg_lcosé?
3 = lzws tvs—IS— T

w:n jays:n yhteista kiertoliikettd L:n ympari kutsutaan prekessioksi.

Hyrran lilkeyhtalot
Hyrralla on 6 vapausastetta ja niihin liittyvat liikemaarat
paikka R — P kokonaisliikeméaara
asento e, — L liikemaaramomentti

Tarkastellaan liikeyhtal6itd Newtonin mekaniikassa koordinaatistossa {x}
Olkoon f kpl:n massapisteeseen (z) vaikuttava voima

R p=7F; Z'pEP:M‘R

= P= Z f = F (kokonaisvoima)

e;: (L)I:Z%(r’xp):Zf-’xp+Zr'x;i)
~0

=Y »' x f=N (vaantémomentti) vaikka olisi F' = 0,
voiolla N # 0
(ns. voimapari)
Esim. O.:n siirros vektorila a: v’ = 7y + a -

:»N:Zr'xf:z:'r’axf%—zaxf:Na,+axF

Huom. Momentit riippuvat referenssipisteestal




Eulerin yhtalot

d
Siirrytdan {x}:sta hyrran koordinaatiostoon {y}: = =
Valitaan {y}:ksi pdaakselikoordinaatiosto
dL dL . L =
=—| =— w X
dt |, dt],

Ll + (w X L)l = l\“rl
Ly 4 (wx L) = Ny {y}:ssal
LB + (w Pt L)g, = l\"’g

dt|,

(w X L)l = w‘gLa — ngg = w‘zwgfg — wngIQ = wgw‘g(fg — Iz)

(w X L)Z = w‘ng — wng = wgwlfl — w1w3I3 = wlwg(fl — I3)

(w Y L)3 = w‘lLQ — Lp'ng = qu(.u’QIQ — W‘Qw]_Il = wlw‘Q(IQ — Il)

Saadaan Eulerin yhtalét hyrrlle (taas Euler!):

+ wx

Loy — waws(lz — I3) = Ny (E1)
IQLL'Q — quLUg(IS - Il) = IVZ (E2)
Igc.l,'a — w‘lwz(fl - ITQ) = 1‘\."3 (ES)

Ristituloja laskettaessa kannattaa usein kayttaa nk. permutaatiosymbolia

0 it=4,i=k,j=k
€k = § 1 ijk on 123:n parillinen permutaatio
—1 ijk on 123:n pariton permutaatio

= (A x B); = €;;;A;Br (summaussaantd)

L+ (wx L), =N,
Lg + (w x L), = Ny = Lg + €ijrwiLr = N;
L+ (wx L); = Ny

Ja Eulerin yhtalot ovat muotoa  [iw; + egjpwjwrd = N;

10



Vapaa symmetrinen hyrra
vapaa (IN = 0), symmetrinen (I, = [» # I3)

Ly — waws(fy — I3) = N1 =0
Iyoy — wiws(ls — I1) = Ny =0
I3ws — wiwa(ly — I3) = N3 =0

(E1)
(E2)
(E3) = 3wz =0

= wa = vakio

Is— I o
W Il Wil = w2 B _[3 _ Il
Is — 1, - = T
wy =+ wiws = +Lwn !
1

ws = vakio

Ratkaistaan kompleksitasossa 2 = wi + iwy; =

F=dp i = —Quws + idwy =iz = z= A A SR

(ajan nollakohta) =

val.6 = 0 wy = w, cos
we = w, sin Ot

missd w, = \/uﬂ — w2 = vakio

{w}:ssd ez ja w kiertavat

vakiovektoria L (kulmanopeudella w,)

{y}:ss8 w ja L kiertavat
vakiovektoria ez kulmanopeudella 2
Is—1,

1

Q=

ws = vakio

Esim. maapallo: (/3 — 11)/11 =~ 0,00307
= Q& ws/306

= T, =2 306 d =~ 10 kk (Maasta nahtyna: ndenn. latitudi oskilloi!)

Havaittu amplitudi n. 10 m, mutta jakso n. 420 vrk. (1?)

11



Eulerin kulmat

Koord. {x} ja {y}

e yhteinen origo O Vs /

e tasojen xixs ja Y12 —7 8
leikkaus: /
solmuviiva ON SN
_— | /

Eulerin kulmat

60 = <a(xs,ys) € [0, 7] \I s
p = <(s1,0N) € [0,27] | |

X1

P = <y, ON) € [0, 2] _
\ )
X N
A \‘\X
Ongelma:
m €Ty
y2 | =R | x2
Y3 T3

S o/
Ratkaistava R! L /
\ X N
Raakaa voimaa kayttamalla: \
- ; '
r R(@3) () 3 R(E) () £, ,R(Pf)(m Y1
o —_— n — 7 % Yo

T3 P P Y3

R — 'R,(pl)(i;ff) X 7{1{(5)(9) . 7?,(:63)(99)

12



y =R () -REOWG) - RED(p) =R - x

1. vaihe:
£ I
7| =R (e) - | m
P I3
cosy  sing 0
R(ES)(LP) = — sin w0 Ccos@ 0
0 0 1
2. vaihe:
g ¢
U’ R,(g)(ﬂ) "
P’ P
10 0 / N/
Rts)(g) =10 «cosf sinf 4 \
0 —sinf cos#f \ x /’N
N o
3. vaihe:
n , g
y2 | =RV | o
Y3 ,0r
/ cosy  siney 0
R(p)(ﬂz’) = | —siny cosy 0 [ /
0 0 1 ,//N
1 0 0 Coscp sing 0
Rtg)(Q) =10 cos# sin @ 7?.(13)(:,0) = | —sing cosg 0O
0 —sinf cosé# 0 0 1

R = R¥(y) - RE0) - RED ()

— sin 1 cos p — cos B sin ¢ cos ¥ —sinysing 4+ cosfcospcosyy  sinfcosy

cos 1) cos i — cos B sin @ sin W cos 10 sin @ + cos # cos p sin W sin @ sin
sin # sin — sin# cos cos 8




Kulmanopeus Eulerin kulmien avulla
Saatiin y = R - @. Helppo osoittaa, ettd @ = RT . y

Kulmanopeusmatriisi 2 (parin viikon takaa) \
0 —Wwy wo

Q= ws 0 —wil|: Q=7""7 kune=7-y
—ws w1 0

w saadaan myos suoraan Kuvasta:

w = ¢k + feon + e3

0 sin € sin v
E=R-(0] = | sin@cos
1 cos f
cos
eoN — —sin
0 v
w1 ¢siné sint + 6 cos ¥ 1” 7
we | = | $sinbcosy — Osiny
w3 pecosh + 1

Vapaan hyrran prekessiosta

Saatiin siis
P . f . ; 5 AL ,
wy; = @sinf#siny + # cosy ; - ¥
. . H - TN
wy = @sinfcosiyy — Bsiny . /
w3 = ¢ cosf + RS : ;

QOl. vapaa symmetrinen hyrra
L = (Iywy, T1wy, I3ws)

X-
Valitaan i
1) x5 || L (vakio {x}:ssd) ' / ®y
2) hetkelld t: v = 0 = X N
Li = L6 =0 6 = vakio.
Lo = I,psin@ =1Isin#
Ly = Is(¢pcosf + ) =lcosd
. } L Ly lcos @
Hyrrén kulmanopeus oman akselinsa ympéri ws = .=
3 3
l

ja prekession kulmanopeus Wy = @ = T
1




Lagrangen hyrré

Massiivinen, symmetrinen hyrra, jonka RE) V2
symmetria-akselin yksi piste on kiinnitetty Y
Kiintea piste (sidos): —3 vapausastetta 7 p /
J&a 3 vapausastetta, esim. Eulerin kulmat! i 8
Ol. kiintd piste x;x2-tasossa
(origo)jaxs || g Ei kitkaa!

Paghitausmomentit CM:n suhteen:
Iy, Iy, 1y (Iy = 1) J _
Steiner: I, = I + m(a?dy, — a;ay), .. ! /N
missd a — —hes

I? = I + mh?
= Ig — Iy +mh® paihitausmomentit O:n suhteen

=1

go— L3

Lagrangen funktio
Ig = I + mh?

L= %(I'l]w‘f + IJw3 + I3w?) — mg hcos @ 1Y = I1 + mh?
I§ =1,
w1 = @sinfsiny + 6 cos )
wy = psinfcosyy — f sin P = Wf i w:: — gin2 9_152 + g2

w3y = pcosh + W
ik y il ;
L = 51?(511129452 + 92) + EIg(gb cos 6 + L-"L')g — mgh cos 8

L eiriipu ¢/:sta eikd :sta (syklisia)

aL
Py = —
P . .
= : liikevakioita
oL
B = ¢

Py = I3(pcosf + ’U) = Iws = L3 = vakio
po = (IVsin?6 + Iycos? 8)p + I3 cos Bi) = L., = vakio

15



liikemaaramomentin 3-komponentti {y}:sséa

Py = Ia(@cos @ + ) = Iaws = Ly — vakio
Py = (I? sin2@ 4 I3cos? 0)¢ + I cos i) = L., = vakio

Ratkaistaan ¢ ja +) :n funktiona: \ Iiiken:(éérém?(melrﬁin
rojektio xs-akselille
Ly, — Lacost proj 3

IV sin® 0
. La Lyy — Lacos®
Y= — —cost——r—ps—r
I3 Ig’ sin” 6
3. likevakio on kokonaisenergia:
E =T + U = vakio

o _ Lo G g U2 o
E= 511(““]' Ap° +67) J o
L_ . .9 28} SN
-+ EI;;(-@ cos bt + )" + mgh cosf /
L o2 N (Luy — Lycos6)? N L3 + mah cos 8
= — —= + mgh cos
27! 217 sin’ 0 213 g
1 .0 (L, —Lycos®)? L2
B= _1'6° 2 2 4 mghcosb
54 03 QI?sInQH +213+mg 1 cos
. 9 1.2 Ly, — Lacos 0)?
= 0 =4 /—O (E— - —mghcos{)) _( *3 = .BCOR )
V1 oI, (IVsin0)2
Integroidaan é:n yhtald alkuehdolla ¢ = 6 hetkella t = g
i do
t—ty = & :
oy [ 2 L2 L,., — Lycos8)?
! /— E— =2 _inghcosd 7( o i ‘3 )
b 215 (I?sing)?
Muuttujan vaihdos 1 = cos 8 = du = — sin 6 d6;sin” 6 = 1—u”
o [ du
t—ty = FI ;
w [ L3
2I(1—u?) E— —=—mghu| — (Lyq— Lau)?
213

Weierstrassin elliptinen integraali (katso jostain hyvasta taulukkokirjasta)
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Ongelma ratkaistu (ainakin periaatteessa)!

Lahtdtilanne: E, La, L., 6o, o, ja ¥o tunnetaan
Lasketaan 8(t)

Sijoitetaan tama yhtéldihin

Ly, — Lacosf .
o I? sin® @
" I Lr. 7L; '_;f‘g
) = E — Ccos 9‘—})(0.-‘
I3 17 sin” 6 N
jaintegroidaan — @ (t) ja ¥ (t) 0 ,
¥y N
Nutaatio
Ratkaisusta
v du
Hi—ify = FLi {
w [ o L2
[ 2I7(1—w?)|E———mghu| —(Lzy— L3u)?
V 214
saadaan irti tarked tulos integraalia laskematta! P /
Juurilauseke muotoa \/ f (), missa 4 4
flw) = (1~ u'-g)(r.t — Bu) — (b— fw.-)"3 o 42 ‘ i zr‘z\i\// i
flu)=0 =6=0;, u=cosb v/
F(£1) < 0ja f(oc) ~ Bu’ >0 /

= filla nollakohta uz € [1, oc) (epafysik.)

flu) >0, kunwuy < w < usg
Flua) = fug) =0

Fysik. ratkaisuille w € [uy, ug], missé
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f /
’/
u = cos 6 -1 1)
E 1 HI;\: /“’ u
flu) >0, kunwuy < u < us L o -
Flu) = flug) =0 /
= Nutaatio: symmetria-akselin ys suunta heilahtelee kulmien
A1 = arccos uq ja 03 = arccos ug Valilla
6, 3 6, / 8,
9 9 AN
Kevattasauspisteen prekessio
Maapallo litistynyt, Iy # I3
Py&rimisakseli 23°27 kulmassa ekliptikaan nahden
= Aurinko & Kuu aihuttavat vdantémomentin
= prekessio (ei siis sama kuin vapaan hyrran prekessio)
o 3GMI;—1T
(@) = — 2 L cos @ (katso lasku esim. Goldsteinin oppikirjasta)

2ward Iy
M Auringon/Kuun massa
r Auringon/Kuun etaisyys
wy Maan pydrimisliikkeen kulmataajuus

6 = 23°27 mitataan rataliikkeen tason normaalista

Aurinko: 1 kierros /81100 a (GM /(war®) = 27 /365a71)
Kuu: 1 kierros /37000 a (G M / (war®) = 2,19-27/365a7 1)
Yhteisvaikutus: 50,25" a~! ~ 1 kierros /26000 a.
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