Hamiltonin — Jacobin teoriaa

T . oH . oH
Hamiltonin liikeyhtalot Gi = —3 P = —=
Op; dq;
1i = qi(t: qo, [ Jo ja po ovat integroimisvakioita
Ratkaisut; 4 9 = 4(%i 9o, Po) qolj pa . 9
i = Pi(; qo, Po) esim. ¢:n ja p:n alkuarvot.

qoj = qojlg, p,t) = Q;

Kaannetaan yhtalét:
poj = pojlq, p;t) = P;

Kanoninen muunnos (g4, p) — (Q, P) (vakioita)
oK oK 0
ap, aQ;

K ei siis riipu muuttujista (@, P), joten se on vakio. Voidaan valita K = 0.

as

Muunnoksen generaattori Go = S = S(q, P, t),jolle K = H + i 0
ar
Toisaalta Go-tyypi ttoreill o5 Q 05
oisaalta (2- in generaattoreille  p; = ; ; =
2-tyyping Pi g i ap,
Q: =5 S = S5(q, Pt
Merk J @1 = B : _(q. 1) . .
P, = oy = S =5(q.t O'K n + 1 muuttujan funktio
H(Qapat):H(q:%st) vakio
as as —_ 5 i
H(q,52,t) + e 0 Hamiltonin-Jacobin yhtald
g

e n + 1 muuttujan 1. kl. ODY S:lle.

e S generoi kanonisen muunnoksen, jossa (2:tja P:t ovat vakioita
Ratkaisuresepti: ainoa mahdollisesti
1. Ratkaistaan S(q, ¢; «) H-J:n yhtalésta. < vaikeatehtava

as

2. Muodostetaan 3, = (g, t, @) (n yhtalda)

day;
3. Ratkaistaan yllaolevista yhtaléista ¢(t, o, 3)
= rata ajan ja integroimisvakioiden funktional

Hamiltonin— Jacobin teoriassa ongelman ratkaisu on
yhté kuin kanonisen muunnoksen generaattorin [6ytyminen




Hamiltonin — Jacobin teoriaa
konservatiivisessa potentiaalissa

2 ey
i as
H = +U(r); p; =
Zi: 2m (*); P I
lﬂTSﬁ+(T)+aS 0
-J: 3l6: / J(r T
H-J:n yhtalé: I o
as .
Konservatiivisuus: = E = F + o7 = 0 = S = Sylq, ) — Et
art

1 , Muistetaan, ettd «:t olivat systeemin liikkevakioita.
ja —(VS;)"+Ulq) = £  Huomataan, ettd S, riippuu vakisinkin £:sta.
2m . . ;
Kannattaa siis valita esim. oy = E.
H-J:n teoriassa siis muunnetuiksi koordinaateiksi kelpaavat muutkin
likevakiot kuin alkuperaisten koordinaattien alkuarvot.

S:n aikaderivaatta pitkin rataa g:

ds as as
— =3 — =Y pii-H=L =8= It + S
At _z. aqi(h + ot : Pidi = / Ldt+ Sy

Hamiltonin periaate = 65 = 0. (Ei kelpaa yhtaldksi S:n etsintaan!)

Esim. Harmoninen oskillaattori

Nytvalitaan o = E'ja S = Sy(g, E) — Et, miss&
/

1 /aS)\* 1 7S, / 2F
7( - q) + k¢’ = E = 22 _ ik ——
2m \ dq 2 dq k

[2E
josta S = mGqu\/T_qg_Et
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3 [ [E) o EL (t +B)
{ = — — arccos JE— q = 5 COs W It
=R V ok SRS q\‘ 2F : \f mw; ¢
=
= u_,‘D

Muunnetun systeemin kanoniset muuttujat: @ = 3ja P = E.
Molemmat liikevakioita, mutta selvasti eivat ¢(0) ja p(0)!




Esim. Keskeisliike

Tarkastellaan keskeisliikettd tasossa 8 = /2

- 2
Hr o prps) — — [ 22+ 22) £ U ()
y P Pry Pyp) — 2m Py r2 g
Konservatiivisuus = S = S, (r, ¢, a) — aqt, oy = E

1 ) 9.,5,)>

H'\.J: — (é?rb'q)g + 7((* q) + [JT('T’) = g
2m r2

@ on syklinen = p, = vakio =1 = a2 ja 9,5, = as

Sq = Sp(r; o) + pa

1 o .2 ag B}
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as, | 5
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S = dr\/ 2mon = U(r)] — — + gop — aqt
r
) as mdr
B1 = - = —i
Doy [ a2
\/Zm[o:l —U((r)] — —g
r
) as as dr
_‘.'32 = =i - + 2}
day /
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= radan yhtalét (¢, o, 3) ja r (¢, a, 3) (esim. Kepler)




Vaikutus- ja kulmamuuttujat

. . . LSS I
Periodinen liike T z

Libraatio / LY 7

Rotaatio

Hamilton-Jacobi: P, = «; integroimisvakioita. Merk. oo = {«;}
— vaikutusmuuttujat (action variables) J; = Ji(«), J = {J;}

Maar: J; :%pidqi Yi=1,....n

Ol S = S,(q; x) — aut

ja S, separoituva g- koordinaateissa S, = 5, (qi )
i

08, s,

q; B g,

Ji Zj{md(h :j’g

= oy =a(J) = 53 = 54(q,J)

H-J: pi =

(g5 )

95y,
—(qs; ) dgg = Ji(v)
a4

[#

Maar: kulmamuuttujat (angle variables)

as, S
Uy = — 1 (Vrt. .“31‘ = <

aJ; da;

Vastaa kan. muunnosta (g, p) — (w, J), jonka generoi S;(q. .J)

Konservativiisuus = H = E = «a4(J)
Muunnos ei riipu ajasta = K = H(J)

= kulmamuuttujat syklisia koordinaatteja:




) aH
Wy = —
dJ;

= v,;(J) = vakio
wp = v (J)t 4 5
Paljonko w; muuttuu, kun g; tekee tayden syklin?

Aw;
Sw; = Z aq;éqj =
P

Ow; 9%, ap;
Aw; = % dg; = f dg; = j!g g
L Za: dq; " Z,: dq;0J; @ Z;: aJ; &

a aJ,

Jitvakioita = Aw; = Z 57 % pydgy; = Z T 1
aJ; ’ ! .y
J i

Merk. g;:n periodin pituutta 7, = Aw; = 7y = 1 = 1 =71, "
Dimensiot: [.J] = [qp] = [|L|]] = [w] = [Et]/[J] = 1.

Kanoniset konjugaatit: (r, p), (8, L;), (to, E'), ...

Esim. Harmonisen oskillaattorin periodi (hohhoijaa)

Liike tiedetaan jaksolliseksi =

[2E i 2F
J:jgpdq:\/-mkjg\/——q?dq Slj.q:\/—sinﬂ
k k
2BV mk 27 [m
= 7'”] cos? 0 do — QWE\/E
k 0 k
S——
=%27r
J [k OH 1 [k  wq
27\/ m Y aJ 27 V m 27

Jaksollisen liikkeen periodi saatiin siis maaratyksi liikeyhtaloita
muodostamatta, saati ratkaisematta!




Esim. Keplerin liike ratatasossa
(hohhohhoijaa)

B 2

1 . k

H=—/|p+ Ped "2 _ B missa P, = | = vakio (¢ syklinen)
2m T2 r v

Vaikutusmuuttujat ovat siis

J, = %‘pﬁdlp:}gldkp:Qﬂl
f
/ k 12
J. = %prd.-r ﬂg\/?m (EJr—) *—Qdﬂ“
r r

Esim. residylaskennalla selviaa, etté (ks. esim. Goldstein)

U = s ”’“\/% =—J,+ frkv/%

2mimk?
(Jr + Jp)?
= Molemmilla koordinaateilla on sama taajuus
OH 0H  ar®mk? 1 |—2m3

TaJ, ad, (Li+Jd)} wk\| m

Nain siis H(J,,J,) = F = —

1/

= Ratakayra suljettu.

Keplerin liike yleisemmin

2 2
1 2 Py Pa k -
H = — . = — — = F - periapsis
2m (p,, + r2sin® @ * r? r L=In '
missd nyt p,, = . = vakio (¢ syklinen).
Koordinaatiston valinnasta riippumatta pitaa olla
2 s, p?j

r? r2sin© @ 12 g2

{7
G .
9 2 n’? 2 cos” L 5 /N
= py=1"——% = = —%
sin” @ sin® @ P




Vaikutusmuuttujat

J j{ d ol 4 mhy ] 2
o= rdr = =27l + wky [ ——
P “E

g, = j{ P die = f lodp =2ml;

ey 2
T = j(pgd@_zj{\/lwbg“de
sin” @

= 2mi(l —cost) =2l —1I;)

o, — % 2m HeE— 27 mk?
rTieTde = TNTE TR T YT T At A

Tehd&aan kanoninen muunnos uusiin vaikutus- ja kulmamuuttujiin
(wj, J;), 7 = 1,2, 3 generaattorilla

Go = (wy — wa)J1 + (we — wy)Jo + wyJs

Go = (wy — wy)J1 + (we — wy) Jo + w3

sl AG,

— T . — wa. Jp=——=J3—J
wy 27, W, — Wy, ow, 3 2
Wy = Wy — Wy Jg = Jo — I
Wy = W, J, =i
J=J, =27l
Jo = J,+ Jp = 27l

2m 272k’
JgJT+J9+J¢7Tk\/_‘E f,s-H:—T

Eli uusissa koordinaateissa wy = vt + wsqg, muut liikevakioita!

Nama maaravat rataelementtien arvot:




cost = — o
2 -, beriapsis
J:-; L=In
a =
4m2mk
[ &
& =il 5
\" JS o )
Y,
Q= 27wun Q

Ja kuudentena rataelementtina on sitten joku
ajankohta, esim. periapsiksen ohittamishetki

Kanonista hairiéteoriaa

Ol. Hamiltonin funktio muotoa H = Hg + AH,
missa H integroituva (LY ratkeaa), A H hairid

Esim. Maan rata: Aurinko Hy; Mars, Jupiter A H

1. Aloitetaan Hy:sta
(q,p) — (Q, P) generaattorille Sy(q, P, t), s.e.
as as ; ;
Ko(Q,P) = Ho(q.%c’.f) o a—: =0 (Hamilton—Jacobi)
= @, P liikevakioita, merk. Qy, Py
aSy Sy

2. Tehd&én sitten sama muunnos p = —— @ = —
dgq aP

systeemille H = Hy + AH

) a5y
AK(Q, P, t) = H + c')t“ = AH|r](l’\).l’.!.)\jn[(‘_)\."'.tJ =
OAK(Q,P,t . DAK(Q, P, t .
‘ (@, ). P = —w (tarkka ratkaisu)

- apP ‘ aQ




IAK(Q.Pt)  , IAK(@Q. P1)

aP B aQ

3. Sij. oik. puolille @ = Qg ja P = P, (vakioita) ja integroidaan
— 1. kl. ratkaisut Q1 = Qi(t; Qo, Po) ja Py = Pyi(t; Qo, P)

4. lteraatiolla

i = 22K o

i+1 — 5R iy Ly )
Py = OAK P, t)
i+1 — EJ'QE‘ (Qu iy b

Téata voidaan jatkaa kunnes haluttu tarkkuus on saavutettu

Perihelin kiertyma

Bertrandin teoreema: Ympyraratojen hairiot johtavat toisessa kertaluvussa
suljettuihinratoihin, jos ja vain jos

U(r) = —k/r tai U(r) = 1kr®
Keplerin laki Hooken laki
Keplerin laki = suljetut radat (perihelin suunta vakio).

Planeettakunta ei kahden kpl ongelma =
hairidtermeja voimaan =- perihelit kiertyvat

. . , 1 9 p:“; k
Hamiltonin funktio H = P, + ol M +AH(r, ¢, t)




Hamiltonin — Jacobin teoriassa saatiin

as m dr
By = - :/ bt missdmtU(r) = —le/r

Doy / , ag missa nyt U (r) k/1

V??rl[al —Um)] ——= oy = E = Py,
r =FE=

§ as o dr g = pp = L = Poa.
P =—= —/ , +

dao

/ 2
-7“9\/ 2mley — U(r)] — X2
r

Jolloin uudet Q:t ovat

m dr
Qo1 :] ; -1 = t=to(r)
/ k P
\/ 2m ID01 + ; — r_g
. as Poo dr
Qoz = — :—/ —+ v =7 =r(p)
oa ] N
r2y/ 2m (Pm -+ —) -
v r r2
R P
nD=—=——
. _ r mk  mk
r=ro(e) =

1 > cos(p —
+ ecos(yp — Qoz) ﬁ 2P01P02 / SER

67\/1 mk? :\/1+mk9

Lo .. IAK
Perihelin kiertymanopeus o = o
5
_ ] AK di 1= mrm i 2m AH(TD,@,tg)mrg dy
al Il Jo l

r = ro(e) jat = to(r(e)) sijoitetaan Keplerin likkeen yhtéldista.

Esim. AH = C/r?

Aw =

o —

a [2” AH (ry, o, t) mrg ; 9 2mrmC 2rmC
! a1
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Esim. Merkuriuksen perihelin kiertyma

- o 2
Ress a (<" AH(rp, p.tg) mry ;

~a /s 1 o
P I / 2E(2
Tm=——"——,p=—-,e=4/1+ , k= GMgm
1+ ecosp mk mk?

Merkuriuksen perihelin kiertymaksi on mitattu 56007 /100 a
Kevéttasauspisteen prekessio: 5026”7 /100 a
JAA: 5747 /100 a

Muiden planeettojen aiheuttamat hairiét muotoa

GMm Ri = Ri(1)
AH(r, o, t) = — ; toisen planeetan rata
\/7‘9 + R? — 2rR; cos iy iy = <(r, Ry)

Numeeriset laskut = yhteisvaikutus (zo) = 5317 /100 a.

Eli edelleen jaa 43"/100 a vajaaksi

Mista ero? Vulkanus?

. . . h k12
Yleinen suhteellisuusteoria: AH = —— h= ——
T3 c2m?2
A [*"mhl + ecosy
al Jq l P
_ a 2rm’kh _ 6rm kh
ar B
G k?
Aw = 2 = (&) =437 /1002

212

Ja puuttuva 43” / 100 a on selitetty!
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Adiabaattiset invariantit

Lorentzin-Einsteinin heiluri (v. 1911) EI

L = %'m(f'g + 2% + mglcos

£=1E0t), ¢ .\gf ' \

PP

Heiluriin tehdaén tyéta = E ei saily!
LORENTZ: “Mika sailyy?”
EINSTEIN: “E' /1 sailyy!” »
Jonkin parametrin (tassa £) hitaissa muutoksissa sailyviéd suureita
kutsutaan adiabaattisiksi invarianteiksi.
. . dA N )
Parametrin \ hidas muutos: TW < A, T liikkeen jakso.
at
H (g, p; \) riippuu parametrista A(t) (annettu aikariippuvuus)
dE  0H  JHdA
dt — at I\ dt
E':n muutos periodin 1" yli keskiarvoistettuna
dE\  JOH\ d\ dA 1 ToH i
dat/ " Nox/dat a1 ), ax”
OH 1 5 -1
Hamilton: ¢ = (, = dt = d—q =dg oH
Ip q Ip
_ z OHN 1
— G :f dt = f dqg -
0 ()p
Integroitaessa on pidettava A vakiona (jaksollinen liike).
AH (oHN\ !
-\ = dgq
<(‘1E> _dA j{ dN \ Jdp
dt / — dt ((DH) !
f - dq
dp
OHN\ "t ap
H=H(gpA)=F = p=pl¢E AN = . =7
dp oF
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Dervioidaan H:ta parametrin A suhteen

OH oHOop oH/ON  Op

= = = — =
o T ap O OH /dp AN
dp aJ
i ——dq P
dEN  dA O\ o dA gy ; ;
dt |~ dt j£ op , — dt 9T ' _j{"””
ar™ EYS
o dEN 8J  d\oJ
T\ dt/ OE  dt A

- <dE‘8J +d.)\aj> _ <dJ>
TN\ dt 9E  dtox/  \ dt

.J on adiabaattinen invariantti, liilkevakio \:n hitaissa muutoksissa

Esim. Lorentzin — Einsteinin heiluri

2 2 TN

H=—tpy ! 1
=—p —mw = ( '
QmI 2 4 1=¢ < \ :/,-

w=w(t) =g/t

Kun ¢ pidetadan vakiona, niin .J on harmonisen
oskillaattorin vaikutusmuuttuja

727rE‘7E

J

w 12

Kun | muuttuu hitaasti, on J adiabaattinen invariantti

= F /v séilyy!
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Esim. Varaus magneettikentdssa

r =Tg+rcosgo pr = mr + qA,
Yy = yp + rsin ¢ Py = mri¢ + qrig
2 =Z p: = mi+qA.

) 2mTm L
Jy = j{ P dg = /L, Mmissa
]
Wi %m ?.‘j_
B B

on hiukkasen magneettinen momentti

= (=TA)

on adiabaattinen invariantti

Myés J. = 2|p.|¢

on liikevakio, jos kenttd magneettinen pullo ja |¢| < |%]
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