Klassinen mekaniikka, sl 2011

Harjoitus 13, 15. ja 16.12.2011
Palautus viimeistaan 12.12. klo 16

1. Tutkitaan muotoa AH = —h/r™ olevaa héirictd Keplerin liikkeessd. Kanonisen hiiridteorian
mukaan perihelin kiertymé yhté kierrosta kohti saadaan lausekkeesta
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missi 71 = mkl=2(1 + ecos ¢) on Keplerin radan lauseke ja e = /1 + 2EI2/(mk?). Laske
perihelin kiertymé tapauksessa n = 4.

2. Tarkastellaan Lorentzin-Einsteinin heiluria eli heiluria, jonka varren pituus muuttuu vihan
yvhden heilahduksen aikana. Kuinka paljon heilurin amplitudi eli suurin heilahduskulma muut-
tuu varren pituuden kaksinkertaistuessa?

3. Stroboskooppiset kuvaukset. Tarkastellaan potkittua oskillaattoria, jota kuvaavat liikeyht&lot
T =wv

b= —2pv —wiz +ul(z) Zé(t —nT),
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missi 8, wg, u ja T ovat vakioita, I(z) on dimensioton, mielivaltainen (mutta annettu) z:n
funktio ja d(¢) on Diracin delta-funktio. Pakkovoima kuvaa jaksollisesti (hetkilld nT") tois-
tuvia potkuja, joissa oskillaattori saa “impulssin” Av = w I(z). Johda systeemille seuraava
stroboskooppinen kuvaus:
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Tnt+l = ECmn + TO’UTL (1)

Upa1 = —ESwoxy + ECvy +ul(2p41), (2)

missi £ = e AT S = sinwyT ja C = coswyT. Téssi x, = lims_soy 2(nT + 6t) ja v, =

limg; o4 v(nT + 0t) ovat vélittomésti n:nnen potkun jilkeen mitatut paikka ja nopeus.

4. Tutkitaan tehtévin 3 potkittua oskillaattoria faasitasossa (z,,v,), kun wg = 7/2T jau =1

(nopeuden yksikks). Skaalataan muuttuja Ev, — v, ja valitaan E I(x) = f(z) = 1 — az?.

(a) Osoita, ettd kuvaus on nyt muotoa
Tpi1 = Un, Va1 = —E%2, + f(vn).

Mika kuvaus téstd saadaan erittédin suuren vaimennuksen rajalla, £ — 07

(b) Etsi kuvauksen kiintopisteet eli ne pisteet (2 kpl), joille X411 = X ja Vpt1 = Un.

5. Bifurkaatiot. Tarkastellaan pientd massiivista kappaletta, joka liukuu kitkatta ympyrén (séide
a) muotoisella raiteella. Raide pyérii ympyréin halkaisijan suuntaisen akselin ympéri kulma-
nopeudella w. Akseli on pystyasennossa gravitaatiokentissd g. Kappaleen liikettd raiteella
voidaan kuvata liikeyht&lolla

af = —gsinf + aw? cos fsin b,

missé (a, #) on kappaleen paikka raiteella napakoordinaatiostossa (origona ympyrén keskipis-
te).

(a) Johda litkeyht#lo Lagrangen formalismilla.

(b) Muunna liikeyhtiils kahden 1. kl. differentiaaliyhtélon ryhmiksi sijoituksella ¢ = 6.

(c) Etsi systeemin kiintopisteet ja tutki niiden stabiiliutta kulmanopeuden w funktiona.
(Vihje: tarkastele efektiivisen potentiaalin minimi-/maksimikohtia.)



