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“Every sentence I utter must be understood
not as an affirmation, but as a question.”
-Niels Bohr



Motivointi

I Semiklassinen ajatuskoe:
kvanttimekaniikka + yleinen suhteellisuusteoria
⇒ aaltofunktion lokalisaatio ∼ energiatiheyden odotusarvo
+ energiatiheys ∼ aika-avaruuden kaarevuus
⇒ absoluuttinen rajoitus tilojen lokalisaatiolle
⇒ aika-avaruudella ei selvää fysikaalista merkitystä tietyn
lokalisaatioskaalan alapuolella

I Kvantitatiivinen analyysi
⇒ (∆xµ)(∆xν) & λ2

Planck , λPlanck ∼ 10−35m
I Asetetaan [x̂µ, x̂ν ] = iθµν , missä |θµν | ∼ λ2

Planck
⇒ Johtaa yllämainittuun epätarkkuusperiaatteeseen
⇒ Aika-avaruus epäkommutatiivinen

I Vastaava epäkommutatiivisuus löytyy myös säieteoriasta
matalilla energioilla.

I Herää toivo kvanttikenttäteorioiden luonnollisesta
regularisaatiosta. (alaraja pituudelle ∼ yläraja liikemäärälle)
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Weylin operaattori

I Weylin operaattori:

Ŵ[f ] =

∫
dDk

(2π)D f̃ (k)eikµx̂µ

=

∫
dDx f (x)∆̂(x)

missä

∆̂(x) =

∫
dDk

(2π)D eikµx̂µ

e−ikµxµ

= “δD(x̂µ − xµ)”

I Saadaan vastaavuus f (x) ↔ Ŵ[f ].
Esim. Ŵ[xµ] = x̂µ, Ŵ[eikµxµ

] = eikµx̂µ
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I Voidaan myös määritellä derivaattaoperaattorit:
[∂̂µ, x̂ν ] = δν

µ , [∂̂µ, ∂̂ν ] = 0

⇒ [∂̂µ, Ŵ[f ]] = Ŵ[∂µf ] , eiyµ∂̂µ∆̂(x)e−iyµ∂̂µ = ∆̂(x + y)

⇒ Tr ∆̂(x) = 1
⇒ Tr Ŵ[f ] =

∫
dDx f (x)

I Olettaen, että ∃θ−1, saadaan myös Tr[∆̂(x)∆̂(y)] = δD(x − y)
⇒ f (x) = Tr[Ŵ[f ]∆̂(x)]
⇒ Vastaavuus f (x) ↔ Ŵ[f ] yksi yhteen.
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⇒ [∂̂µ, Ŵ[f ]] = Ŵ[∂µf ] , eiyµ∂̂µ∆̂(x)e−iyµ∂̂µ = ∆̂(x + y)

⇒ Tr ∆̂(x) = 1
⇒ Tr Ŵ[f ] =
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Moyal-tulo

I Ŵ[f ]Ŵ[g] = Ŵ[f ? g], missä

(f ? g)(x) =
∫∫ dDk

(2π)D
dDk ′

(2π)D f̃ (k)g̃(k ′)e−
i
2 kµθµνk ′

ν eikµxµ

eik ′
µxµ

= f (x)e
i
2
←−
∂ µθµν−→∂ ν g(x)

on ns. Moyal-tulo.

I Saadaan epäkommutatiivisia koordinaatteja vastaava algebra
kommutatiivisessa aika-avaruudessa muokkaamalla kenttien
tuloa (algebraisomorfia).

I Epäkommutatiivinen lokaalius ∼ Kommutatiivinen epälokaalius
I Moyal-sulut: [f , g]?(x) := (f ? g − g ? f )(x)
⇒ [xµ, xν ]? = iθµν
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I Ŵ[f ]Ŵ[g] = Ŵ[f ? g], missä

(f ? g)(x) =
∫∫ dDk

(2π)D
dDk ′

(2π)D f̃ (k)g̃(k ′)e−
i
2 kµθµνk ′

ν eikµxµ

eik ′
µxµ

= f (x)e
i
2
←−
∂ µθµν−→∂ ν g(x)

on ns. Moyal-tulo.
I Saadaan epäkommutatiivisia koordinaatteja vastaava algebra

kommutatiivisessa aika-avaruudessa muokkaamalla kenttien
tuloa (algebraisomorfia).

I Epäkommutatiivinen lokaalius ∼ Kommutatiivinen epälokaalius
I Moyal-sulut: [f , g]?(x) := (f ? g − g ? f )(x)
⇒ [xµ, xν ]? = iθµν



Kiertynyt Poincaré-algebra

I Normaali Poincaré-algebra:
I Generaattorit: Pµ = i∂µ, Mµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)
I Kommutaatiorelaatiot:

[Pµ, Pν ] = 0
[Mµν , Pα] = −i(ηµαPν − ηναPµ)
[Mµν , Mαβ ] = −i(MµαMνβ −MµβMνα −MναMµβ + MνβMµα)

I Esitysavaruuksien tulo: m(f ⊗ g) = f (x)g(x)
I Algebran kotulo: ∆(Y ) = Y ⊗ I + I⊗ Y (Leibnizin sääntö)
⇔ (m ◦∆(Y ))(f ⊗ g) = (Y ◦m)(f ⊗ g)

I Moyal-tulo: m 7→ m? = m ◦ T −1, T = e
i
2 θµνPµ⊗Pν , Pµ = i∂µ

I Kotuloa modifioitava: ∆ 7→ ∆t = T ∆T −1:
I ∆t(Pµ) = Pµ ⊗ I + I⊗ Pµ

I ∆t(Mµν) = Mµν ⊗ I + I⊗Mµν −
1
2 θαβ [(ηαµPν − ηανPµ)⊗ Pβ + Pα ⊗ (ηβµPν − ηβνPµ)]

⇒ Kiertynyt Poincaré-algebra
I Algebran tulo säilyy. ⇒

I Kommutaatiorelaatiot säilyvät.
I Poincaré-ryhmän esitykset säilyvät.
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Epäkommutatiivinen skalaarikenttäteoria

I Saadaan siis kvanttikenttäteoria epäkommutatiivisessa
aika-avaruudessa muotoilemalla teoria kommutatiivisessa
aika-avaruudessa käyttäen Moyal-tuloa.

I Teorian symmetriaryhmä on kiertynyt Poincaré-ryhmä.

Esim: Epäkommutatiivinen skalaarikenttäteoria.
I Lagrangen tiheys:

L̂
[
Ŵ[φ]

]
=

1
2

[
∂̂µ, Ŵ[φ]

]2
− m2

2
Ŵ[φ]2 − gŴ[φ]n

I Vaikutusintegraali:

S = Tr L̂
[
Ŵ[φ]

]
=

∫
dDx

[
1
2 (∂µφ)(∂µφ)− m2

2 φ2 − gφn?

]
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I Vuorovaikutustermi:

Tr Ŵ[φ]n =
n∏

a=1

(∫
dDka

(2π)D

)
(2π)DδD

(
n∑

a=1

ka

)
V (ka)

missä

V (ka) =
∏
a<b

e−
i
2 ka×kb , ka × kb := kaµθµνkbν

I Eroaa kommutatiivisesta teoriasta liikemääräavaruudessa
ainoastaan tekijällä V (ka) vertekseissä.

I Yksinkertainen analyysi paljastaa:
I Tasossa oleville diagrammeille sisäisistä viivoista tulevat tekijät

kumoavat toisensa.
⇒ Ainoastaan V (pa) ulkoisista liikemääristä.

I Itsensä risteäville diagrammeille risteämiset antavat tekijän
eikaµθµν kbν .

⇒ Ylimääräinen tekijä yleisesti:

V (pa)e−
i
2 Cabka×kb

missä pa ulkoiset liikemäärät, ka sisäiset liikemäärät, Cab

sisäisten viivojen risteämismatriisi.
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Yksihiukkaspropagaattori

I p × p = 0 ⇒ Tasossa olevien diagrammien antamat termit samat
kuin kommutatiivisessa teoriassa.
⇒ Tasossa olevien silmukoiden divergenssit säilyvät entisellään.

I Yksi risteävä silmukka antaa extratekijän eik×p. ⇒

Λ2
eff =

1
1/Λ2 + p • p

, p • q = −pµ(θ2)µνqν

TO BE CONTINUED. . .
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