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Linkkivariaabeli ja plakettivaikutus

+ aué,)




Plakettivariaabeli

o Maaritelldan linkkivariaabeli U,(x) seuraavasti:

r+a
Uyz) = 77{ exp ((— z/ : dx AM<£C>)} —s e M@w un q, — 0

e Ja plakettivariaabeli:

P,(x) = U;f(x)UJ(:U + ayé,)Uy(x + a,é,)U,(x)

Ul(z 4 a,é,

SN—

Ul(z) @ U/(x+a,e,)

 Muunnosominaisuudet mittamuunnoksessa: P; (z) = A(x) P, (z)A~ (),

e Mika tahansa suljettu “polku” linkkivariaabeleista mittainvariantti'

tr{HU xi) = tr {U,, (z,) - Uy (1) —tr{HU’ i)}



Vaikutusintegraali

e Plakettivariaabeli mittakentan funktiona:
P (x) = exp {—z’aﬂa,, (ﬁuAy(x) — 0,A,(x)+1]Au(x), Ay(x)] ) + iO(aS)}
= exp {—iaﬂayFW(:z:) + iO(ag)}

e Sen jilki on

tr Py (x) = tr Lyyn — tr {ia,a,F,(z) + O(a®)} — (aua,/ (tr { Fu(z)?}) + O(a®)
e Termi O(a’) muotoa: [A,[A, B]] — [B,[A, B]] + ..., joten sen jalki katoaa
e Vertaamalla tata Yang—l\/lills Lagrangen tiheyteen ﬁtr {F F’“”’} huomataan, etta

Z tr {1 — P, (z)} Ztr {2 z) + Pl (2))} = ZQ Retr {1 — Po(z))
- Z %tr {FMV(37>FW($>} +O(a®

e Josta saadaan Yang—MiIIs vaikutus hilalla (a, = a,):

Sym(U 22 Z Retr{l } — zi/dllxtr{ T)F" (x )}

rel p<v=1 g




Fermionit hilalla

e )(x) muuntuu vektorina mittamuunnoksessa A(x):
Y(z) = A@)(z) A P(z) =yA (2)

e Siten mik3 tahansa avoin jatkuva ketju ‘z:std "x/ :an linkkivariaabeleita pitkin on
triviaalisti mittainvariantti:

(@)U, (@n1) -+ Uy (@09 (1) = O(@0) U,y (0-1) -+ Uy (1)1 (1)

U—u($4> = Uj:(:m — au)

UV<.C63

¢<x1) UM<£C1 Ulu(ZCQ




Wilsonin fermioni-vaikutus

e Kovariantti derivaatta linkkivariaabeleiden avulla:

DMMCU) — 1im U—1<:C + dx“)zb(x + dx”) _ w(x)

dxH—0 dxH

e Joten ensimmainen yrite diskreetiksi fermioni-vaikutukseksi on

S,= 3 (Smeta) — 5 3 [l + it Uu)i)] ).

e S, aiheuttaa fermionien tuplausongelman

e Wilsonin ratkaisu: kovariantin derivaatan diskretisointiin lisitermeja =-tuplatilojen
massat saadaan kaiantien verrannollisiksi 'a’:sta.

S = 5,4+ 30 3 (D)) (D,0(),

xeLl p=1
—r % 0 — Wilsonin parametri — usein r = 1

e Wilsonin vaikutus dimesiottomien parametrien avulla:

5 = 3 (F)m-+4n)e@) = 5 3 e+ 6"+ Uiz )




Hila QCD:n statistiikkaa

e Hila-QCD:n vaikutus Euklidisessa avaruudessa:
+4

SV 0.U1= 3 dla)m+4r)u =5 3 e+ " + 0]
Z Retr{l— (@ }

pu<v=1

e Mielivaltainen vakuumi-vakuumi odotusarvo polkuintegraalina:

(Flv.0.0)) = [ (T dite)dvta) TLdU@) ) Flv. 6. 0)e 500,

xinl/

e missd normitustekiji Z = [ [, d¥(z) dy(z) Hi:1 dU,(z) oS ,U]

e Vaikutus S alhaalta rajoitettu =>ensemble-odotusarvo Boltzmannin painolla e =
—kyseessa kanoninen jakauma! Statistista fysiikkaa!

o di)(x) ja di)(x) Grassmann-muuttujia

e dU,(x) :t ovat Haar-Hurewitzin, eli mitta-invariantteja, mittoja.



Monte Carlo simulaatio ja tarkeysotanta

e Unohdetaan hetkeksi materiakentat
e Mittakentan integraalien suora laskeminen ei kdytannossa onnistu

e Monte Carlo integroinnilla saataisiin ensemble tasaisesti jakautuneita
kenttakonfiguraatioita {U, }:

D i FUje~SWi
ZZ. Sl 7

mutta suurimmalla osalla konfiguraatiosta paino e™> < 1 .

(Fv,9,U]) =

e Jos olisi mahdollista laskea ensemble {U;}, joka toteuttaa Boltzmannin jakauman

e, niin integraalia voitaisiin approksimoida triviaalisti:

(F[v.0,0]) = > FIU;

ja taman lisaksi laskentateho saataisiin kaytettya jarkevasti.

e Talldinen otatanta tunnetaan nimella tarkeysotanta



Metropolis-algoritmi

e Tarkeysotanta kaytannossa usein Markovin ketjulla:

1) Valitaan lahtokonfiguraatio U satunnaisesti

2) Luodaan uusi konfiguraatio U; varioimalla satunnaisesti edellisestd konfiguraatiota
U;_1 siten ettda U; = PU;_;4

3) Toistetaan kohtaa 2), kunnes approksimaatio on tarpeeksi tarkka

e Transitiotodennakoisyyden P pitaa toteuttaa vahva ergoidisuusehto:
PU «— U)>0, VU, U

e Ja tasapaino ensemblen W, = lim,, o, P"Wy, Wy = {U,} pitaa toteuttaa tarkka
tasapainoehto:

P(U — U)W,.=P(U — U W,, YU,U

e Metropolis algoritmi:

PU" «+— U) = %min{l,%}

W, U] = e 5!



Lampokylpy-algoritmi SU(3)-mittakenttéteorialle

1) Alusta N,, satunnaista SU(3)-matriisia
2) Alusta hilan kaikki linkkivariaabelit U,(x) satunnaisesti
3) Jokaiselle linkkivariaabelille U, (z):

— Luo uusi linkkivariaabeli kertomalla vanhaa satunnaismatriisilla

AS

— Laske Boltzmann-tekijan muutos e~ =*, missa

AS = S[U] — S[U]

— Valitse satunnaismuuttuja x tasaisesta jakaumasta = ~ U(0, 1)

— Tallenna uusi linkkimuuttuja hilaan, jos e™2° > x

cecccceseisscsssscnciene

S|U] = %Z Z Retr {1 — P, (z)}

xel! p<v=l1

AS[U,(z)] = % Z Retr {1 — P, (z)}

C V#yzl . ..... _




Pseudofermionit
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e Fermioni-integraalit Grassmann-muuttujia = Suora simulointi tietokoneella ei onnistu

e Fermionivaikutus voidaan kirjoittaa muodossa:

o« Flip, ),

U] =9(x1). .

(@n) Ply) -

(yn) Fu[U,]

° Grassmann-integraalit voi laskea analyyttisesti:

(H dib() i) ) F [, 0, U]e=S000 — Fyu)e=sal det A[U) G(A[U]),
G(A[U] A, 101 AL U
e Saadaan
Flo.ov)) = 5 [ T Fulvle 7 o),
Seff[U] = SYM[U] — lndetA[U] = SYM[U] — tr hlA[U]



Pseudofermionit 2
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e Dirac matriisi A iso — det A mahdoton laskea
o Lisaksi det A{U] on epalookaali =-lampokylpyalgoritmi hidas!

e Jos kaksi degeneraattia fermionimakua A = QQ):
(Q'Q) = N [ dotdo exp {~ %, 61 @)[Q'Q], 0w}

e missd ¢:t ovat skalaari-kenttia!
e Determinantin lasku saadaan kdaantamalla matriisi [QTQ}

e Ongelma palautuu (yllattden) muotoon:

Ax =



Konjugaattigradientti-algoritmi

13

e Jos Dirac matriisi A on positiivi-definiitti voidaan kayttas

konjugaattigradientti-algoritmia

1. Alkuyrite x( (esimerkiksi z¢ = b)

2. 19 = b — Axy mittaa yritteen virhetta

3. pp = r( askelsuunta

4. |teroidaan

Titl = X + QP

= ri—a; Ap,
Piv1 = Tiv1+ Bivabi,

missa




Hybridi Monte Carlo metodi 14

e Fermionimatriisin kdaanto kallis =Edullista paivittaa koko hila per kdaanto

e Periaatteessa mahdollista paivittaa koko hila satunnaisesti ja sitten tehda
Metropolistesti, mutta Metropolistestin |apaisyn todennakoisyys olematon

e Molekylaaridynamiikka apuun:

— Ajatellaan indeksi 7, ensemblessd {U.} aikaparametriksi

— Mééritelldan linkkivariaabeleille U,(z) konjugaattimomentit:

Z t/gpu T

— Sek3d Hamiltonin funktio:

H[P, 7, U, ¢ = ZPW Pt = ZW z) + S[U, ¢]

NN

— Dynamiikka Markovin ketjun indexi-parametrin 7 suhteen Hamiltonin
lilkeyhtaloista:

dp;  OH N\ dg; OH
dt B 8% dt B (9pz’




— 7*(z), () ovat pseudofermionien ¢'(z), ¢(x) momentit

— Wilsonin fermionimatriisi on muotoa
+4

Quy = Opy — K Z Oyfia (7 + 1) Up()

pu==x1

— Linkkivariaabelin U,(x) “aikaderivaatta":
d d
U< ) _aezak :Z’Ltk( Oék ) (Qj‘)
k

— koska O0,ay (1) = 87’321( ) P,.x(x) saadaan

Z tePuk(x = iPu(x)Uy(7)

— Derivaatta linkkivariaabelin parametrin oy, suhteen on

OF(U] OF[e™"]  OF(x) oF[UY . OF(x)
ooy  Oay it Ox lz=U Oap —it Ox
— linkkivariaabeleiden momenteille liikeyhtalot:
dp ,k<£€> . _8SYM[U] _ t —1 Ta(QTQ> t —1
27' -~ Oay(x) ([Q'e] ¢) da, () ([Q'e] " 9),

x:UT7
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— Pseudofermionivariaabeleiden liikeyhtalot: 16

I e M LI

e Yksityiskohtainen tasapaino toteutuu “leapfrog’-integraatiolla:

1) Integroidaan P,(x) ja 7*(z), 7(x) puolikkaalla aika-askeleella &7

2) Integroidaan U, (x) ja ¢*(x), ¢(x) kokonaisella aika-askeleella AT
3) Integroidaan P,(z) ja 7*(z), m(z) kokonaisella aika-askeleella AT
)

4) Toistetaan 2):a ja 3):a kunnes tuotettu tarpeeksi konfiguraatioita ja integroidaan

vield kerran U, () ja ¢*(), ¢(z) puolikkaalla aika-askeleella S

e Klassinen integrointi antaa (lahes) deterministisen trajektorin faasiavaruudessa =

— Kehno ergoidisuus

— "Potentiaalin” S[U, ¢| minimi ei valttamatta 16ydy
— Tasapaino jakauma oletettavasti jotain muuta kuin Boltzmannin jakauma e~
e Ajoittainen Metropolis-testi korjaa jakauman

e Momenttivariaabeleiden paivitys “lampokylvystd” (gaussinen jakauma) parantaa
ergoidisuutta

e Nain saatua algoritmia kutsutaan Hybridi Monte Carlo-algoritmiksi



Tulosten tuottaminen
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Staattinen kvarkkipotentiaali s

e Aiemmin opittu ettd staattinen kvarkkipotentiaali voidaan laskea Wilsonin loopista:
tV(r) = —In{tr W) + C
e Missa Wilsonin looppi on:
Wisi = Ul(@)Ul(vg +4) ... Uj(x + (t — 1)4) Ul(x +t4) .. . Ul(z + t4+ (r — 1)i2)
Ulz+t—1)4+rn).. . Ulz+rp) Ule+ (r—1)pn) ... Ulx)

Ul(z+ 364 Ul(z 4 4é, + 3¢é4)
Ul (z [+ 2¢4) Us(x+ 56, + 2¢4
Ul(z) Uy(z I 56,)
ey r | Uy(z U, (1 4¢,)

e [eoria ennustaa o
V(ir)=——+C+or,



Massalaskut )

e Hadronien massojen lasku tarkea sovellus

e Onnistuu tutkimalla aikakorrelaatiofunkioita suurella aika-parametrin arvoilla:

C(t) = (2 T{O(H)0(0)} |).

e 7' aikajirjestelyoperaattori ja O(t) = e*O(0)e " on operaattori, jolla on halutut
kvanttinumerot

esim. mesoneille sopii

Ot) =Y V(x, t)['V(x,1),

zeLl

missa I' on jokin Dirac-matriiseista

e Korrelaattori C'(t),t > 0 voidaan kirjoittaa energian ominaistilojen avulla:

C(t) = (Qe™00)eM0(0)[Q) = Y (Qfe™O(0)e M| E,){(E,|0(0)[2)

= Y BB J00)Q)] =Y e Pla,,  kun Ey=0

n n

e Toisaalta hilalla periodiset reunaehdot:

C(=1) = {Q 0(0)0(=1) Q) = ) _ane ™,



e joten
C(T—t)=C(-t)= Z ape = Ct) = Z ane =t
e Yhdistamalld tulokset saadaan koko hilan yli pateva tulos:

C(t) = Z ay, (€_E”t + e_E”(T_t)), 0<t<T

n

e ((t) simulaatiosta — sovittamalla yll4 oleva kehitelma voidaan ratkoa a, ja E),

1073 E 1

1074 % —
e Helpoissa tapauksissa O(t) kytkey-
tyy vahvasti vakuumiin ja matalim-
man tason eksponentiaalinen muoto o _
nakyy helposti suurella ¢:n arvoilla R
— vieressa tulos Thomas DeGrandin 100 L
paperista [1] 7

107° &

107° E

107

1o-1o i
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Rajankdynti jatkumoon, Skaalaus ja asymptoottinen skaalaus *

e Jatkumoraja saavutetaan kun ¢ — 0ja V = a*N* — o0
e Jarkeva rajakayttaytyminen:

— Fyysiset, mitattavat observaabelit vakioita ldhestyttaessa rajaa
=>Paljaat parametrit g, kvarkkien massat vaativat saatoa
— QCD:n kriittinen piste on g. = 0 joten pitaa varmistaa ettd ¢ — 0 kuna — 0

e Simulaatio tuottaa dimensiottmia lukuja — hila-vakio 'a’ tai skaala /A voidaan
maarata sovittamalla yksi kokeellinen tulos simulaation ennusteeseen

e /\; Staattisen potentiaalin ratkaisusta [2]:
51

— (") % exp { iz} [1+0(6?)

e Taman avulla mika tahansa massa on m = ¢,,/\f

e Toisaalta renormalisaatioyhtalo {a% — 5(9)%} m(a, g) = O(a*m?) antaa

antaa massojen my, My suhteelle
m1

{1 +O(a*m )}

mo C2



Toteutus CUDA-arkkitehtuurilla
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Host Interface
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Fermi's 16 SM are positioned around a common L2 cache. Each SM is a vertical

rectangular strip that contain an orange portion (scheduler and dispatch), a green portion
(execution units), and light blue portions (register file and L1 cache).




Mika CUDA? »

e Tulee sanoista “Compute Unified Device Architecture”

e NVIDIA Inc:n kehittama ohjelmisto- ja mikroprosessoriarkkitehtuuri
rinnakkaislaskentaan grafiikkasuorittimilla

e Moderni Grafiikkasuoritin sisaltdaa hyvin monia suhteellisen yksinkertaisia ytimia
e Laskenta nk. “SIMD"-periaatteella (“Same Instruction Multiple Data")
e Erikoistumisesta hyotyja:

— Vahemman valimuisteja =Enemman transistoreja laskentaan
— Kaskykanta yksinkertaisempi
— Mahdollistaa suurien datamaarien kayton (nykyaan jo yli 100 Gigatavua/s)

— Rinnakkaistuvissa ongelmissa nopeutus luokkaa 10x-500x
e Haittoja:

— Kaikki ongelmat eivat rinnakkaistu

— Datan siirto CPU:n ja GPU:n valilld verkkaista (PCI-Express x16 v2: 8Gb/s, v3:
16Gb/s)

— Joidenkin asioiden rinnakkaistaminen edelleen vaivalloista



CUDAnN toiminta
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Thread

3
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Thread Block

| per-Thread Private

Local Memory
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C per-Block
L Shared Memory

Grid0
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Application
) Context
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Global
<& ‘% Memory
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CUDA Hierarchy of threads, blocks, and grids, with corresponding

per-thread private, per-block shared, and per-application global
memory spaces.

CUDA Core

Dispatch Port

Operand Collector

Result Queue

Fermi Streaming Multiprocessor (SM)



TCLFirstSim — Hila QCD simulaattorirunko

AW {ride |y -5 Inf; ¥irh=wir, t413/ i g L = fLx(F{rou,oul

Wit = 1o W, 1)), t - Inf ~ Btatic quagk- antiquack potential

e, 1y - Wilson Loop

B
e
R e e e,
e e e e
—~ E=—rr ===
e
=

S
==



e Tavoitteena helposti kehitettava simulaattorirunko
e Toisaalta vaatimuksena tehokkuus
e Haasteita:

— Ohjelmointiympariston kankeus abstraktioon

— Helppokayttoisyys vs. tehokkuus
e Talla hetkella simulaattorirungon toimii korkealla tasolla seuraavasti:

— Kayttajakoodi kddannetadn rungon kanssa omaksi simulaattorikseen
— Rungon alustus: varaa muistista tilaa kayttdjan

maarittelemille hila-kentille ja tuloksille jne.
— Hilan alustus
— Hilan paivitys ja ajoittainen valitulosten lasku:

x Jokaisen hilapisteen kaikki kentdt paivitetaan
kerralla

x Kayttajakoodi voi lukea vierekkaisten hilapisteiden

kenttia ja tallentaa oman pisteensa kentan

x Tulosten laskenta vain joka n:n paivityksen valein,
jolloin valtetaan autokorrelaatio

— Lopputulokset kirjoitetaan levylle

26



e Lopputuloksen hyvid ominaisuuksia: 2T
— Runko tukee hyvinkin erilaisia simulaatiovaatimuksia — esim. hilan dimensio,
kentat yms. vapaasti valittavissa

— Tarpeeksi helppokayttdinen (kenttien luku ja kirjoittaminen yksinkertaista ja runko
toteuttaa paljon apufunktioita)

— Kayttdjakoodi CUDA-C:td — mahdollistaa mikro-optimointia
— Suorituskyky mukava: Suorituskyky omalla GPU:lla n. 34x verrattuna CPU:un

+ 16-hilalla 10000 paivityst3d: n.5-6 min vs 3tuntia
x Tuloslaskujen kanssa n. 20min vs 11 tuntia

e Ja huonoja:

— Lisaominaisuuksien lisaaminen itse runkoon vaivalloista

— C:n esiprosessori on kehno, mutta sita tarvitaan paljon simulaattorin
parametrisaatiossa

— Suorituskykya “jatetty poydalle” ainakin n. 20% helppokayttdisyyden takia
— Tarkeita ominaisuuksia tekematta

— Muistiluku vanhemmilla arkkitehtuureilla hidastaa simulaattoria



Tuloksia ja pohdintaa
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e Rungon sovelluksena yksinkertainen l[ampokylpy-simulaatio
“quenched-approksimaatiossa

e Testiajoja 16* kokoisella hilalla

e Mitattiin staattinen potentiaali ja sen avulla “String tension” eli ~ siikeen jannitys
betan arvolla § = 6.1

e Saatu “String tension”: a’c = 0.141887
e Tunnetusta tuloksesta /o = 440MeV:

a = 1.6893 x 107 m = 0.16893fm.

e Hilan koko oli n. (2.7fm)*



a*V(/a)

1.5

0.5

Static Quark-Antiquark potential

Quenched Approximation - no Tadpole Improvement

+ Beta=6.1
—— Fit, sigma = 0.141887

r/a
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Yhteenveto
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e Hila-QCD:n linkkivariaabeli

— Gluonivaikutukset suljettuina ketjuina

— Massakentat avoimina
e Hila QCD statistisena systeemina
o Lampokylpy-algoritmi kateva pelkille SU(N) mittakenttateorialle
e Fermionit Grassmann-muuttujia
e Pseudofermionimenetelma
e Hybridi Monte Carlo metodi
e Yhteys jatkumofysiikkaan

— Skaalaus ennen asymptoottista skaalausta

— Fyysiset variaabelit vakioita, paljaat muuttuvia

e Soveltuvuus rinnakkaislaskentaan — CUDA toteutus
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Kysymyksia?

3]

Figure 1: Bissey et. al — gluonikenttdjakauma baryonissa
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