Tilat ja observaabelit

Maksimaalinen informaatio systeemista tietylla ajanhetkella sisaltyy
tilaan |¢) (ket).

Tila = vektori Hilbertin avaruudessa
e sisitulo (¢/|y) € C
o (Y|ahr + o) = ca(Y|v1) + o (P|ir)

o (Y1]th2) = (¢2lth1)”
@ |¢) ja c|¢)) sama tila, voidaan normittaa (¢|¢)) =1

Kutakin mitattavaa suuretta A vastaa lineaarinen hermiittinen
operaattori A

o hermiittisyys: AT = A (yleisesti (1)1]|A) = (Afepy[1)2))
@ ominaistilat AW} = aly)



Mittaus

Mitattaessa suuretta A mahdolliset tulokset ovat A:n ominaisarvot.
Tuloksen a todennakoisyys on

Pa = |cal? = [{aly)]?

Vilittomasti mittauksen jalkeen systeemi on tilassa |a) (kun
mittaustulos oli a) = jos mittaus toistetaan heti uudestaan,
saadaan a todennakoisyydella 1.

Jos mittaus toistetaan monta kertaa (samaan tilaan), tulosten
keskiarvo on A:n odotusarvo

(A=) Pra=> [(al$)]* a= (|Aly)



Hermiittisen operaattorin ominaistilat

Hermiittisen operaattorin ominaistiloille ja -arvoille on voimassa:

@ reaalisuus, a* = a
@ ortogonaalisuus, (ala’) =0 jos a # &
e samaan ominaisarvoon liittyvat tilat voidaan valita
ortogonaalisiksi (ortonormeeraus)

o (ald') =,
o taydellisyys, > |a)(a] =1

Hermiittisilla operaattoreilla A ja B on yhteiset ominaistilat jos ja
vain jos [A,B] = AB—BA=0

Paikka ja impulssi eivat kommutoi: [X;, pj] = ihdj;



Aikakehitys

Tilan aikakehityksen antaa Schrodingerin yhtalo

d A
ih—|y) = H
i 1) = Aly)
Energian (H:n) ominaistilan aikakehitys triviaalia,
E,t) = e /M E, 0)

Mielivaltaisen alkutilan |¢) aikakehitys saadaan kirjoittamalla se
energian ominaistilojen avulla

[0(2)) = D |E)e /R Ely(1))
E

Odotusarvon aikakehitys

d - i
S (A) = (LA



Tiheysoperaattori

Epataydellisesti tunnettua systeemia kuvaa tiheysoperaattori
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Aaltomekaniikka

Paikan X ominaistilojen kannassa amplitudi on aaltofunktio

P(x) = (x[¥)

o sisatulo (Y[y) = [d3x¢*(x)y'(x)
o odotusarvo (| A|¢)’) = [d3x¢*(x) Ay’ (x)
@ paikka X = x

@ impulssi p = —iAV

Aaltofunktio on todennakoisyysamplitudi I0ytaa hiukkanen
pisteestd x, todennikdisyystiheys p(x) = [1(x)|%.

Tavallisesti Hamiltonin funktio H = p?/2m + V/(x), jolloin

2
ih%q/;(x, t) = [—2hmV2 + V(x)] Y(x, t)



Perusasioita aaltomekaniikasta

@ Todennakoisyystulkinta edellyttaa normitusta:

/ Bx [p(x)2 = N = ¢ — /N

Superpositioperiaate: jos ¥1(x) ja ¥2(x) ovat mahdollisia
aaltofunktioita, myds c191(x) + c2t)2(x) on
o interferenssi

@ Liikemaaran ominaistila on tasoaalto
1

Pp(x) = 7x—2ﬂheipx/h

Epatarkkuusperiaate: AxAp > h/2

Impulssiavaruuden aaltofunktio

o(p) = (27r;1)3/2 /d3X e Px/Map(x)



Yksinkertaisia systeemeja

Suorakulmaiset potentiaalit:
e aaltofunktiot ~ e*x, e+
@ 1) ja 1/ jatkuvia
e sidotut tilat: (+o0) =0
Deltafunktiopotentiaali:

@ reunaehto integroimalla Schrodingerin yhtaloa

Sironta potentiaalista:
@ aarettomyydessa tasoaalto

@ ei normittuva, sironta ja heijastus suhteessa alkuperaiseen
aaltoon

@ tunnelointi, aaltofunktio tunkeutuu klassisesti kiellettyyn
alueeseen



Harmoninen oskillaattori

Aaltofunktiot

¥n(x) = Hermiten polynomi x e~ mwx*/2h E, = hw(n+1/2)

Operaattoriformalismissa yksinkertaisempi

@ nosto- ja laskuoperaattorit: alf) ~ &% + ip

perustila: a]0) =0

e muut tilat: a|n) = \/n|n — 1), af|n) = V/n+1|n+1)
o Hamiltonin operaattori H = hw(afa+1/2)

e energiat H|n) = fiw(n +1/2)|n)



Keskeispotentiaali

Potentiaali riippuu vain r:sta. Muuttujien separointi

P(r) = Re(r) Yim(0, #)

Palloharmonisten funktioiden ominaisuuksia
o ortonormaaleja: [dQ Yo Yom = 8urdmny
o taydellinen joukko: mv. f(6,¢) = >, armYem(0, ®)

@ implussimomentin ominaistiloja:
L2Yym = R20(L + 1) Yim, LYo =hmYa,
Radiaaliyhtalo (tavallisesti helpompi funktiolle u(r) = rR(r)):

h? d2 Rt

~5- d2u+V() Eu

om  r2

Vapaan hiukkasen ratkaisut Besselin pallofunktioita ji(kr).



Vedynkaltainen atomi

. . . 2
e Coulombin potentiaali V/(r) = _4§§0f
o aaltofunktiot: ¥, = (Laguerren polynomi) x rfe=%/na
@ energiatilat E, = —%Zza2mec2%
e riippuu vain paakvanttiluvusta n =0,1,2,...
o n? kertaa degeneroitunut: £ =0,...,n—1, m=—£,... ./

o verrannollinen a2 ~ e*, m, Z2



Hairioteoria
Tunnettu systeemi (tilat |¢n)) + pieni korjaus:

H=Hy+gV

Ensimmaisen kertaluvun korjaus energiaan

gESY = (onlgVipn)
Aaltofunktio:
mlgVen
o) =y + Y EmlEVIon) b og2)
m#n En - E

Toisen kertaluvun korjaus energiaan:

Z I{ somlgvltpn 2
TEO O

m#n ”



Variaatiomenetelma

@ soveltuu (perustilan) energian arviointiin
@ antaa ylarajan energialle

@ viritystiloja vain, jos alemmat tilat saadaan poistettua
(symmetriat)

@ onnistuminen riippuu yritteen valinnasta — ymmarrys
systeemista tarkea
Menetelma:
@ tehdaan yrite |¢(ay;)), joka riippuu parametreista «;
@ lasketaan energian odotusarvo E(wv;) = (W|H|y)/(¥]))

© minimoidaan parametrien suhteen:

0



