QUANTUM MECHANICS II Spring 2007 Partial Examination 2/2

Wednesday 9 May at 9-13 in aud E204

1. (a) Briefly state the properties of an antiunitary operator, such as time reversal 7.

(b) Express the wave function ¥7(x) of the time reversed state 7 |a) in terms of the
wave function of the state |a), when 7 |x) = |x).

(c) Prove the Kramers degeneracy: An eigenstate of a 7-invariant Hamiltonian is de-

generate, if it contains an odd number of fermions.

2. (a) Show that density operators satisfy a convexity property, that is, if p; and py are
density operators then p = pip; + papo is also a density operator, where p; +ps =1
and 0 < py,p2 < 1.

(b) Show that the eigenvalues A; of the density matrix are non-negative, i.e., that A\; > 0,
and hence that tr(p?) < 1, with equality only for a pure ensemble.

(c) Prove that tr(p?) is time independent, and hence that a pure ensemble at ¢t = 0
cannot evolve into a mixed ensemble as long as the time evolution is governed by
the Schrodinger equation.

3. Consider the Hamiltonian H = : exp (A, bs)exp (A bl) : where b, annihilates an
electron of spin component s = + at rest and A = A\* is a number.

(a) Show that the Hamiltonian reduces to
H=1+Nby+b_+b+b) = X0l +0 b +0l0_ +0'0)

(b) Find the state H|0) which arises when the Hamiltonian operates on the empty (vac-
uum) state.

(c) Similarly find H|+) and H|+—), where |+) = b' |0) and |+—) = bl bT |0).
4. Consider the Dirac equation in D =1+ 1 (one time + one space) dimensions.

(a) Write down a general Lorentz transformation 2/ = Az explicitly for the time 2/° and
space 2'' components. How many parameters does A have?

(b) Find a set of 2 x 2 Dirac matrices v* which satisfy {y*,7"} =2¢"” in D =1+ 1.

(c) Find S(A) = exp(—iw"0,,/4) for a general Lorentz transformation, and establish
the relation between w”” and A by verifying that S™1(A)y*S(A) = A* ~".

5. The parity operator P transforms the electron operator according to Pb, P~ =b_ .

(a) Derive the parity transformation property of the relativistic Dirac field

d3p —ip-T DT
\IJ(ZE):/W : [bp,sU(pr’)e p +d;r)’sl)(p,8)€p ]

(b) Similarly show how the Dirac bilinear W(z)y57* W (z) transforms under parity.

You may consult the enclosed collection of formulas.
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1. (a) Selita lyhyesti antiunitaarisen operaattorin, kuten ajankddnnén 7', ominaisuudet.

(b) Lausu aikakddnnetyn tilan 7 |«) aaltofunktio v7(x) tilan |«) aaltofunktion avulla,
kun 7'|z) = |z).
(c¢) Todista Kramers-degeneraatio: 7 -invariantin Hamiltonin funktion ominaistilat ovat
degeneroituneita, jos tilassa on pariton lukuméara fermioneja.
2. (a) Néayta, ettd tiheysoperaattori on kupera, ts., jos p; ja ps ovat tiheysoperaattoreita
niin myoskin p = p1p1 + p2p2 on tiheysoperaattori, kun p; +p, =1ja 0 < py,ps < 1.

(b) Osoita, etté tiheysoperaattorin ominaisarvot A; ovat ei-negatiivisia, ts., A; > 0, ja
ettd siten tr(p?) < 1, missd yhtasuuruus pitee vain puhtaalle tilalle.

(c) Todista, ettd tr(p?) on ajasta riippumaton, ja ettd niin ollen tila, joka hetkelld
t = 0 on puhdas ei voi kehittya sekatilaksi, kun aikakehitys maéaraytyy Schrodingerin
yhtilosti.

3. Tarkastele Hamiltonin funktiota H = : exp (AY_ bs)exp (A, bl) : , missé b, tuhoaa
levossa olevan elektronin, jonka spinsuunta on s = +, ja A = A* on luku.

(a) Osoita, ettd Hamiltonin funktio redusoituu muotoon

H=1+\by +b_+b+b) = X0l +010 +0l0 401 0))
(b) Loyda tila H|0), jonka Hamiltonin operaattori luo tyhjosta (vakuumitilasta).
(c) Vastaavasti laske H|+) ja H|+—), missi |+) = bl|0) ja |+—) = bl b |0).

4. Tarkastele Diracin yhtdlod D = 1 + 1 ulottuvuudessa (siis yhdessd aika- + yhdessa
paikkaulottuvuudessa).

(a) Kirjoita yleinen Lorentz-muunnos 2’ = Az eksplisiittisesti aikakomponentille 2”° ja
paikkakomponentille z’'. Montako parametria tarvitaan kuvaamaan muunnosta A?

(b) Loyda 2 x 2 Dirac-matriisit v joille patee {7 7"} = 2¢"” kun D =1+ 1.

(c) Lausu S(A) = exp(—iw*0,,/4) yleiselle Lorentz-muunnokselle, ja 16ydéd yhteys
wh”:m ja A:n vilille osoittamalla, ettd STHA)Y*S(A) = A* A",

5. Pariteettimuunnoksen vaikutus elektronin tuhoamisoperaattoriin on: Pbp,sp_l =b_ps.

(a) Néytd, miten relativistinen Dirac-kentta

d3p —ip-x ip-T
@(m):/m 8 [bp’su(p, s)e” P +dTp’sv(p,s)ep ]

muuntuu pariteettimuunnoksessa.

(b) Niyti vastaavasti miten Dirac-bilineaari W(x)ysv*¥(x) kiyttiytyy pariteettimuun-
noksessa.

Kayta tarvittaessa hyvaksesi oheista kaavakokoelmaa.



